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Correction de l’examen

1.

a) (2 points) Soit ε > 0. Puisque la serie´
∑

n>1
|b(n)|

n
converge, il existe N1 > 1 tel que, pour

tout N >N1,
∑

n>N

|b(n)|

n
<

ε

2
. Pour N > N1, decoupons´ notre somme en deux morceaux :
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Si on choisit N > max (N1, N2), où N2 =
[

2

ε

∑

n=1
N1 |b(n)|

]

alors on obtient l’inegalite´ ´

1

N

∑

n=1
N |b(n)| < ε. On a donc prouvé que

1

N

∑

n=1
N |b(n)| converge vers 0 lorsque N tend

vers ∞.
Par definition´ de c(n) :

1

N

∑

n=1
N

c(n) =
1

N

∑

n=1
N ∑

16d|n
b(d). En echangeant´ les deux

sommes, on a
1

N

∑

n=1
N

c(n) =
1

N

∑

d=1
N ∑

n=1,d|n
N

b(d). Or le nombre de multiples de d

compris entre 1 est N est [
N

d
] donc

1

N

∑

n=1
N

c(n) =
1

N

∑

d=1
N [

N

d
] b(d). La difference´

∑
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N b(n)

n
− 1

N

∑
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∑
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]) b(n) converge vers 0 car
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∑
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N

n
]) |b(n)| <

1

N

∑

n=1
N |b(n)|. L’hypothese` selon laquelle

∑

n>1

b(n)

n
converge montre donc

que limN→∞
1

N

∑

n=1
N

c(n)= limN→∞
∑

n=1
N b(n)

n
.

b) (2 points) Soit s ∈ C tel que Re(s) > 1. On a
∑

n=1
N
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∣

∣
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∣
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6
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∣
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∣
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car |ns| =

nRe(s) >n, si bien que
∑

n>1
b(n)

ns converge absolument, d’apres` l’hypothese` sur (b(n)).

Puisque les series´ ζ(s) =
∑

n>1

1

ns
et

∑

n>1

b(n)

ns
convergent absolument, la serie´ produit

∑

n>1

(

∑

n1n2=n

1

n1
s

b(n2)

n2
s

)

=
∑

n>1
c(n)

ns
converge absolument vers le produit :

ζ(s)
∑

n>1

b(n)

ns =
∑

n>1

c(n)

ns .

c) (2 points) Si l’on ne se soucie pas des problemes` de convergences, le developpement´ formel

du produit infini ζ(2 s)−1 =
∏

p
(1 − p−2s) donne

∑

n>1

b(n)

ns avec b(n) = (−1)r si n =
∏

i=1
r

pi
2 est le carré d’un entier sans facteur carré (i.e. les pi sont deux à deux distincts) et

b(n) =0 sinon.

Si l’on prend cette definition´ de b(n), on a, en posant n = m2,
∑

n>1

∣

∣

∣

b(n)

ns

∣

∣

∣
=

∑

m>1
′ 1

m2Re(s)
où la somme

∑

m>1
′ porte sur les entiers m > 1 sans facteur carré. L’inega-´

lité
∑

n>1

∣

∣

∣

b(n)

ns

∣

∣

∣
=

∑

m>1
′ 1

m2Re(s)
<

∑

m>1
1

m2Re(s)
= ζ(2 Re(s)) montre la convergence

absolue de la serie´
∑

n>1
b(n)

ns
pour Re(s)>

1

2
.

d) (2 points) Pour Re(s) > 1, la majoration
∑

n∈A

∣

∣

∣

1

ns

∣

∣

∣
=

∑

n∈A

1

nRe(s)
6

∑

n∈A

1

nRe(s)
=

ζ(Re(s)) montre que la serie´ de Dirichlet
∑

n∈A

1

ns
est absolument convergente.

1



Dans l’expression de la fonction ζ de Riemann sous forme de produit de Dirichlet ζ(s) =
∑

n>1

1

ns
=

∏

p
(1 + p−s + p−2s +� ) =

∏

p

1

1− p−s
, il est clair que si l’on tronque les series´

1 + p−s + p−2s + � pour ne garder que les deux premiers termes 1 + p−s, celà revient, coteˆ ´

serie´ de Dirichlet à restreindre la somme aux n∈A :
∑

n∈A

1

ns
=

∏

p
(1+ p−s).

e) (2 points) Reprenons le resultat´ de la question precedente´ ´ pour le pousser plus loin :
∑

n∈A

1

ns =
∏

p
(1 + p−s) =

∏

p

1− p−2s

1− p−s
=

(

∏

p

1

1− p−s

) (

∏

p
(1 − p−2s)

)

=

ζ(s) ζ(2 s)−1. En utilisant les resultats´ de c) et b), on a donc
∑

n∈A

1

ns
= ζ(s)

∑

n>1

b(n)

ns
=

∑

n>1
c(n)

ns
. On en deduit´ donc, par unicité des coefficients d’une serie´ de Dirichlet, c(n)= 1.

Maintenant, en utilisant la deuxieme` relation obtenue en a), il vient :

limN→∞
1

N
Card {n ∈ A : n 6 N } = limN→∞

1

N

∑

n=1
N

c(n) = limN→∞

∑

n=1
N b(n)

n
=

ζ(2)−1.

2.

a) (2 points) Puisque E et un corps fini, on sait que son groupe des elements´ ´ inversibles E×

est un groupe cyclique. Soit x∈E× un generateur´ ´ de ce groupe.

Par finitude de E toujours, donc de E×, x est d’ordre fini, ce qui signifie exactement que
x est une racine de l’unité.

Par ailleurs, l’extension F [x] de F engendree´ par x contient, par definition´ , l’element´ ´ nul
0, l’element´ ´ x et toutes ses puissances, c’est-à-dire 0 et E×. D’où F [x] = E et E est l’exten-
sion cyclotomique engendree´ par la racine de l’unité x.

b) (1 point) Considerons´ la racine 8e de l’unité ζ8 = e
iπ

4 ∈C.

L’egalite´ ´ ζ8 =
1

2
( 2
√

+ i 2
√

) montre que Q[ζ8] ⊂ Q[ 2
√

, −2
√

]. Les egalites´ ´ 2
√

= ζ8 +

(ζ8)
−1, i 2

√
= ζ8 − (ζ8)

−1 montrent l’inclusion inverse : Q[ 2
√

, −2
√

] ⊂ Q[ζ8]. Par conse-´

quent, Q[ 2
√

, −2
√

] est l’extension cyclotomique engendree´ par la racine 8e de l’unité ζ8.

c) (3 points) Considerons´ la racine pe de l’unité ζp = e
2iπ

p ∈ C et la somme de Gauss τ =
∑

x∈Fp
×

(

x

p

)

(ζp)
x (qui s’exprime aussi sous la forme τ =

∑

x∈Fp
(ζp)

x2
).

Par definition´ de τ , on a Q[τ ]⊂Q[ζp].

Selon le cours, τ verifie´ la relation τ2 =
(

−1

p

)

p. Quelque soit la valeur de
(

−1

p

)

, on a

donc τ ∈ { ± p
√

, ± i p
√ }, c’est-à-dire { ± p

√
, ± i p

√ } = { ± τ , ± i τ }. En termes d’exten-

sions, on obtient Q[ p
√

, −p
√

] =Q[ p
√

, i p
√

] =Q[τ , i τ ] =Q[i, τ ]⊂Q[i, ζp].

La racine 4 pe de l’unité ζ4p = e
iπ

2p ∈ C verifie´ (ζ4p)
p = i et (ζ4p)

4 = ζp, donc Q[i, ζp] ⊂Q[ζ4p].
Finalement, on a montré que Q[ p

√
, −p
√

] est incluse dans l’extension cyclotomiqueQ[ζ4p] engendree´ par la racine 4 pe de l’unité ζ4p.

d) (2 points) Soit K une extension quadratique de Q. On sait que K est de la forme Q[ d
√

]
avec d∈Zr {± 1, 0} sans facteur carré.

Ecrivons´ d = (−1)ε
∏

i=1
r

pi la decomposition´ de d en produit de nombres premiers : ε ∈
{0, 1}, r > 1 et les pi sont des nombres premiers 2 à 2 distincts. On a (iε

∏

i=1
r

pi
√

)2 = d

donc Q[ d
√

]⊂Q[i, p1
√

, p2
√

,� , pr
√

].

D’apres` les deux questions precedentes´ ´ , on a Q[ pi
√

] ⊂Q[ζ4pi
], si bien que Q[ d

√
] ⊂Q[i,

p1
√

, p2
√

, � , pr
√

] ⊂Q[i, ζ4p1, ζ4p2, � , ζ4pr
]. En posant ζ4d = e

iπ

2d, les egalites´ ´ (ζ4d)
d = i et

(ζ4d)
p1p2� pk−1pk+1� pr = ζ4pi

montrent que Q[i, ζ4p1, ζ4p2,� , ζ4pr
]⊂Q[ζ4d].

Par consequent´ , l’extension quadratique Q[ d
√

] est incluse dans l’extension cyclotomiqueQ[ζ4d].
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3.

a) (2 points) Une unité fondamentale de l’anneau Z[ 15
√

] est donnee´ par la solution entiere` (x,

y) de l’equation´ x2 − 15 y2 = ± 1 telle que x, y > 1 et x est minimal. Il est facile de voir que

cette solution est (4, 1), donc ω =4 + 15
√

∈Z[ 15
√

] est une unité fondamentale.

Cette unité est de norme (4 + 15
√

) (4 − 15
√

) = 1 ((4, 1) est solution de x2 − 15 y2 = 1)

donc, selon le cours, les solutions de l ’equation´ x2 − 15 y2 = 1 correspondent, au signe pres` ,
au puissance de ω :

{(x, y)∈Z2 : x2− 15 y2 = 1}= {(x, y): ∃n∈Z, x+ y 15
√

=± (4 + 15
√

)n}

b) (1 point) L’unité fondamental ω ∈Z[ 15
√

] etant´ de norme 1, aucune unité n’est de norme −
1 et l’equation´ x2 + 15 y2 =−1 n’a aucune solution.

4.

(3 points) Les caracteres` de Dirichlet modulo 8 correspondent aux caracteres` α : (Z/8 Z)× → C×.
On sait que (Z/8Z)× = {± 1,± 3}≃ (Z/2Z)2. En choisissant les generateurs´ ´ −1 et 3 de (Z/8Z)×,

on obtient que les caracteres` de Dirichlet correspondent aux couples (α, β) ∈ { ± 1}2 : à un tel
couple correspond le caractere`

(Z/8Z)× � C×

1 	 1
−1 	 α

3 	 β

−3=−1.3 	 α β
donc, le caractere` de Dirichlet Z � C×

a 	 





















1 si a≡ 1mod 8
α si a≡−1mod 8
β si a≡ 3mod 8
α β si a≡−3mod 8
0 sinon

De memeˆ , les caracteres` de Dirichlet modulo 12 correspondent aux caracteres` α : (Z/12 Z)× → C×.
On sait que (Z/12 Z)× = { ± 1, ± 5} ≃ (Z/2 Z)2. En choisissant les generateurs´ ´ −1 et 5 de (Z/
12 Z)×, on obtient que les caracteres` de Dirichlet correspondent aux couples (α, β) ∈ { ± 1}2 : à un
tel couple correspond le caractere`

(Z/12Z)× � C×

1 	 1
−1 	 α

3 	 β

−3=−1.3 	 α β
donc, le caractere` de Dirichlet Z � C×

a 	 





















1 si a≡ 1 mod 12
α si a≡−1mod 12
β si a≡ 5 mod 12
α β si a≡−5mod 12
0 sinon
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