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Un caractére de Dirichlet modulo N est un homomorphisme € :
(Z/NZ)* — C* vu comme une application de Z dans C nulle sur
les entiers non premiers a N et égale a ¢(n + NZ) sinon. Le cours
de Colmez a défini les fonctions L p-adiques des caractéres de Dirich-
let. Le but de ce cours est de définir les fonctions L p-adiques des
formes modulaires. Passer de la dimension 1 a la dimension 2. Le
cadre général (toute dimension n > 1) serait fourni par les formes
automorphes. Application de la théorie analytique des caractéres de
Dirichlet a la théorie des nombres:

- Théoréme des nombres premiers

- Théoréme de la progression arithmétique

(et plus savant: la formule analytique du nombre de classes d’un
corps de nombres, la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer dune
courbe elliptique définie sur Q).

On expose le premier chapitre du texte de Mazur-Tate-Teitelbaum.
Mais auparavant, il faut savoir ce qu’est une forme modulaire classique
pour laquelle on construira une fonction L p-adique.

Formes modulaires au sens classique.

1. Formes holomorphes paraboliques modulaires pour [,(N) de
caractére € et de poids k > 2

2. Equation fonctionnelle de la fonction L(f, s)

3. Opérateur de Hecke T'(p) pour un nombre premier p

4. Formes primitives

5. Les opérateurs |,wq

6. Torsion par un caractére de Dirichlet x
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7. Rationalité, intégralité (admis).

Livre conseillé: Miyake. On a besoin de la théorie des fonctions
anaytiques sur C, pour laquelle on conseille de livre de Vogel.

Articles originaux :

Atkin, A., Lehner, J. : Hecke operators on I',(m). Math. Ann. 185,
134-160 (1970).

Li W. Newforms and functional equations. Math. Ann. 212, 285-
315 (1975).

Atkin A. and Lie W. Twists of Newforms and Pseudo-Eigenvalues
of W-operators. Inv. math. 48. 221-243 (1978).

Autres références:

Lang S. Introduction to modular forms. Grundlehren 222. Springer-
Verlag 1976 (qui a 'avantage de contenir des symboles modulaires).

Serre J.-P. Cours d’arithmétique. PUF 1970. (excellent pour SL(2,Z)
et pour les exemples).

Shimura G. Introduction to the arithmetic of automorphic func-
tions. Iwanami Shoten et Princeton Univ. Press (1971) (la bible).

Diamond F., Shurman F. A first course in modular forms. GTM
228.

1. Formes holomorphes paraboliques modulaires pour
I'n(N) de caractére € et de poids k > 2

Proposition 1. Le demi-plan de Poincaré 'H est isomorphe analy-

tiquement au disque unité ouvert D par z — w = ;—;Z d’inverse
- w41
w— i

On utilise qu’une fonction holomorphe bijective entre deux ouverts
de C a une inverse holomorphe.

Pour A € GL(2,R)4 et z € H on définit I'homographie

_az+b
ezt d
On a (A1As)z = Ai(Azz) et
det A
ImAz = ——— .
mas lcz + d|? e
On pose
det A)1/2
p(A) = et A) 77

cz+d
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Proposition 2. a) Tout automorphisme de H est une homographie.
b) Le groupe des automorphismes de H est isomorphe 4 GL(2,R), /R* ~
SL(2,R)/ + id.

La démonstration de a) utilise le lemme de Schwarz (Vogel 89),
aprés s’étre ramené a D.

La métrique (hyperbolique) et la mesure

B dz? + dy?
y2

_dx dy

2
ds "

dv(z)

sont invariantes par GL(2, R)+ (agissant par homographie).

Proposition 3. 1) Les géodésiques du demi-plan de Poincaré sont les
demi-cercles centrés sur R et les droites perpendiculaires a R.
2) Entre deux points de H U R U oo passe une unique géodésique.
3) Soit D Uintérieur d’un triangle sur H U oo UR dont les cotés
sont des géodésiques d’angle 01,05, 0s. Alors l’aire de D pour la mesure
hyperbolique y~=2 dx dy est ™ — (01 + 02 + 03).

On renvoie a Miyake (page 13) pour la démonstration.

Soit k > 2 un entier. Pour f : H — C, A = (Z Z) dans
GL(2,R)4 et z € H, on pose
FIRA(z) = p(A)* f(A2) = (ad = be)"?(cz + d) 7" f((az +b) /(2 + d)).
Si f est holomorphe, alors f|yA est homolomorphe. On a

fle(A1A2) = (fle A1) |k Az,
c’est pourquoi A est & droite de f.

Proposition 4. Soit N > 1 un entier. La réduction modulo N définit
un morphisme surjectif SL(2,Z) — SL(2,Z/NZ).

La démonstration utilise que que si (¢,d, N) = 1, il existe ¢ =
¢,d = d modulo N premiers entre eux.

On définit I'(N), I,(N), I'1(N) comme le noyau de la réduction
modulo N et les images inverses des groupes triangulaires supérieurs,
strictement triangulaires supérieurs dans SL(2,Z/NZ). Pour N =1,
on pose I,(1) = I1(1) = SL(2,Z). L’application

Az(i Z)—»a
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induit un homomorphisme surjectif de I',(N) sur (Z/NZ)* de noyau
I''(N). Tout caractére de Dirichlet modulo N, disons ¢ : (Z/NZ)* —
C*, définit un caractére

£(4) = ¢(a)
de I',(N) trivial sur I1(N). On a ¢(A)~! = ¢(d).

Définition 1. Soient N un entier > 1, € un caractére de Dirichlet
modulo N, et k un entier > 2. Une forme modulaire parabolique holo-
morphe de poids k > 2 et de caractére & pour le groupe I',(N) est une
fonction f: H — C

- holomorphe,

- parabolique: f(z)Im(z)*/? est borné sur M,

- modulaire : f|xA = e(A)~Lf pour tout A € I,(N).
On dit que N est le niveau de f. On note C(N,e,k) ’espace vectoriel
sur C formé par ces formes.

Remarque 1. Le groupe GL(2,R) opére a droite sur 'espace C des
formes holomorphes paraboliques f : H — C de poids k. Pour toute
matrice A € GL(2,R)4, 'holomorphie est respectée par [xA. De
méme la parabolicité car

FIeA(z)(Im 2)F/2 = f(Az)(Im Az)"/2.

Poour tout caractére de Dirichlet ¢ modulo N, le groupe I,(N)
agit a droite sur C par

flexA = e(A) flrA.

Noter que e~ 1(?) = £(?). L’espace des fonctions de C invariantes par
I'h(N) est C(N, e, k).

Remarque 2. La modularité implique e(—1) = (—1)* si f#0. Elle im-
plique aussi
fz+1) = f(2)

car A = <(1) 1) € I',(N). Posons

qg= e2i7rz
L’application z — q est holomorphe, I'image de H est le disque unité
ouvert privé de 'origine D*. Il existe une unique fonction holomorphe
g : D* — C telle que g(q) = f(z) (Vogel). Son développement de
Laurent en ¢ = 0 est g(q) = > _,,cz ang" pour des constantes a, € C.
La fonction g se prolonge en 0 si a, = 0 pour n < 0. Alors ¢g(0) = a,
et g est holomorphe sur D. La parabolicité implique a, = 0. Donc

f(Q) = Zanqn-

n>1
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Lorsque f est parabolique, f(q) = O(q) lorsque ¢ — 0. Comme |q| =
e~ 2™ il existe une constante C' > 0 telle que

[f (@ +iy)| < e7>™C
lorsque y est assez grand.

Proposition 5. Soit f =) -, anq™ € C(N,¢e,k). Alors il existe une
constante M > 0 telle que |a,| < Mn*/? pour tout entier n > 1.

La démonstration utilise la parabolicité et et la formule

Zo+1
ap = / f(2)e™2™dz
Zo

pour Im z, = 1/n.

Ce n’est pas la meilleure majoration possible. Par Eichler si k = 2
et Deligne si k > 2, on peut remplacer k par k— 1 dans la proposition
(conséquence des conjectures de Weil sur les variétés algébriques sur
les corps finis). Mais elle suffit pour voir que la série de Dirichlet
associée & f converge quelque part.

Corollaire 1. La fonction L(f,s) = anl ann~® converge absolu-
ment pour Rs > k/2+ 1.

On définit de fagon analogue la notion de forme modulaire parabolique
holomorphe de poids k& > 2 pour le groupe I'1(N) (pas de caractére).
On note C(N, k) l'espace vectoriel de ces formes.

Théoréme 1. La dimension de C(N, k) sur C est finie.

On 'admet. Cela nous emmenerait trop loin, on n’a pas le temps. Je
connais deux preuves, I'une utilisant le théoréme de Riemann-Roch
pour les surfaces de Riemann, ’autre la formule des traces des opéra-
teurs de Hecke. Elles se trouvent dans Miyake. Pour SL(2,Z), voir
Serre, cours d’arithmétique, la preuve utilise Riemann-Roch. Le ré-
sultat est pour le poids k = 4,6,8, ... pair (sinon l'espace est nul),

dimC(1,k) = [k/12] sauf si k = 2mod 12 ou c’est [k/12] — 1

Pour £ < 11 il n’y a pas de formes paraboliques. Pour k£ = 12,
I'espace est de dimension 1. On montrera a;#0 si f#0 est de poids 12
pour SL(2,7Z). Le générateur normalisé par a; = 1 est (Serre, cours
d’arithmétique, ch.VII, prop.14):

Az) = (2m)12¢ H(l ) ZT(n)q" =q—24¢> +252¢4° — ...

n>1 n>1

La fonction 7(n) est la fonction de Ramanujan. Ses valeurs sont
des entiers et la fonction A(z) ne s’annule pas. Voir Serre cours
d’arithmétique (et aussi pour d’autres exemples de formes modulaires,
séries d'Eisenstein, séries theta). La question 7(n)#0 ? est ouverte.
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Proposition 6. C(N,k) = &.C(N,¢,k).

La somme est sur les caractéres de Dirichlet modulo N. La preuve
utilise que I',(N) normalise I (V) et la propriété générale:

Proposition 7. Si un groupe fini commutatif G opére a droite sur un
espace vectoriel complexe de dimension finie V, alors

V= EB&:G—>C*V€

ou Ve ={v eV vg =ce(g)v} pour tous les caractéres € : G — C*.

2. Equation fonctionnelle de la fonction L(f, s)

0 -1
w=(x )
a b -1 d —¢N-1
WN\¢e qg)¥ =\ 2N a ’

(flewn)(z) = N~"227F f(~1/Nz).

Lemme 1. f — f|rwn est un isomorphisme C(N, e, k) ~C(N,e~1, k).

On pose

La modularité utilise que wy normalise I,(N). La bijection utilise
que f|raid = sign(a)¥ f pour une matrice scalaire aid avec a € R¥,
Comme wy, = —Nid,

Flewnlrwy = (=1)F f.

La fonction Gamma (& ne pas confondre avec I,(V)). L’intégrale

o
|t
0

converge absolument pour s € C de partie réelle > 0 et définit une
fonction holomorphe I'(s) sur cet ouvert. Une intégration par parties

/0 T d(—e ) = — /0 T st eyt

I'(s+1)=sI(s)

pour Rs > 0. Un calcul direct montre I'(1) = 1, ce qui implique que
I'(n 4+ 1) = n! pour tout entier n > 0.

montre
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La formule permet de prolonger la fonction en une fonction méro-
morphe I'(s) sur C, de poles simples aux points s = 0,—1,—2,... de
résidus

. . I'(s+n+1) (=)™
1 s$——n r =1 s——n = .
1m (s 4+ n)I(s) = lim s(s+1)...(s+n—-1) n!

Proposition 8. La fonction I'(s) ne s’annule pas.

On l'admet. Cela se déduit de Vogel 43 exo 9 e) ou de la formule

s

I'(s)['(1—s) = Sn(ms)”

Voir aussi Dieudonné Calcul infinitésimal.

On pose pour f € C(N,¢,k) et pour s € C de partie réelle Rs >
k/2+1,
A(f,s) = @2r/VN)°I'(s)L(f,s).

Elle admet la représentation intégrale

A(f.s) = /0 " p Gt VR e
en utilisant a=*I'(s) = [ e (t/a) dt/t = [;° e~ 5" dt pour a > 0
: Ft V) = 3 age 2V,

n>1

Théoréme 2. La fonction A(f,s) se prolonge en une fonction holo-
morphe sur C vérifiant I’équation fonctionnelle

A(f,s) = " A(flswn, k — s)
On coupe l'intégrale en deux parties de 0 &4 1 et de 1 & co. Comme

e=2t/VN TPintégrale de f(it/v/N)t*=1 de 1 a oo définit une fonction
homolorphe en s € C. Utilisant la relation

i*(flrwn) (i/tVN) = t¥ f(it/VN)

I'intégrale de 0 & 1 se raméne en une intégrale absolument convergente
de 1 a oo,

1 o
R Y U Al AT N CTA
0 1
Sur I'expression
A(f,s) = /1°°(f(z‘t/\/ﬁ)t5 iR (flrwn ) (it VN )EE)dt /t

on voit que A(f, s) se prolonge en une fonction holomorphe sur C, et

I’ équation fonctionnelle s’obtient avec f|pwx|pwy = (—1)* f. Comme
I'(s) ne s’annule pas, on déduit:
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Corollaire 2. L(f,s) se prolonge en une fonction holomorphe sur C
égale a

L(f (it)t*Ldt

pour tout s € C, vérifiant ’équation fonctionnelle
(21 /VN)*T(s)L(f,s) = i*(2n/VN) T (k — s)L(f|rwn, k — s).

Voir Miyake 4.3 et Diamond page 204, ce qui se passe pour la
fonction L d’une forme holomorphe, faiblement modulaire de poids &
pour I'1(N), et f|iA est holomorphe a I'infini pour tout A € SL(2,Z),
non parabolique.

3. Opérateur de Hecke T'(p)

Soit p un nombre premier. Pour f € C(N,¢,k), on pose

FT(p) = p/D- Zﬂk(l )+ ok (5 9

Rappelons que £(p) = 0 pour p|N,

f”f<é z>)(2)=f('z;u)p_’“/2, f!k<€ (1)>(z)=f(p2)p’“/2.

Donc
p—1
FT0)E) = 07 2 F—) + ot~ f2)
u=0

Proposition 9. Soit f € C(N,¢,k). Alors fT(p) appartient a C(N, e, k).
La preuve repose sur la remarque 1 et un argument général:

Proposition 10. Si un monoide G (on ne suppose pas qu’il y ait

d’inverse) opére sur un espace vectoriel complexe V, si H est un sous-

groupe de G et si g € G a un double classe HgH égale & une union
finie disjointe de classes Hg; pour 1 < i < n. Alors pour v fixe par

H,
n
Z Vi
i=1

ne dépend pas du choix des g; et est fixe par H.
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Les matrices A € GL(2,R) 4 avec a,b,c,d € Z et ¢|N forment un
monoide multiplicatif G et (A) := ¢(a) est un homomorphisme de
monoides car

a b a V\ [ ad + Nbd «
Ne d )\ N d )\ N(cd+ad) =)
Le monoide G agit sur ’espace C des fonctions holomorphes paraboliques

de poids k sur ‘H par

az+b
cz+d

FlenA = det AF271e(A) f|1A = (ad —be)FLe(a) (cz +d) 7F £( ).

On a f|. s AA" = (f|.xA)|exA’. On applique la proposition

La double classe I',(NN) < é 2) I'h(N) est contenue dans G et

fT(p) = > flesA

A€eT,(N)\IH(N) <(1) g) I'v(N)

par la proposition suivante, puisque €(A) = e(a).

1 0

Proposition 11. La double classe I',(N) <0 p> I',(N) est l'union

1

disjointe des classes T5(N) <0

Z) pour 0 < u < p—1 sip divise

N; sip ne divise pas n il faut rajouter la classe Iy(N) (g (1)>

Pour la disjonction des classes I',(N)?, on remarquera que les matrices
? sont triangulaires supérieures.

Exhaustivité. Une matrice A = <C(JI\7 Z) dans la double classe
appartient & G et ad — Nbc = p. On a deux cas:

1) (a,cN) =1, on choisit B € I,(N) de seconde ligne (—cN,a)

/
telle que BA = <(1) l;)) pour un entier b'. Si b’ + yp = wu avec

0 <u < p-—1, on multiplie & gauche par C = <(1) Z{) € I,(N), et

1 u
e (3 %)

Si p|N, on a fini car alors (a,p) = 1 donc (a,cN)#p. On est dans
le cas 1).
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2) p ne divise pas N et (a,cN) = p alors (a,c) = p; on choisit
/
B € I',(N) de seconde ligne (—cN/p,a/p). On a BA = <p b ) _

0 1
/
<(1) li > <g (1)> La proposition est démontrée.

Proposition 12. Soient p un nombre premier et f € C(N,e, k). Les
coefficients de Fourier de fT(p) = >, <, bng™ sont reliés a ceur de
f(2) =>,>1 anq™ par la relation

bn = a”il’ + €(p)pk_1an/p

avec la convention a,,, = 0 si p ne divise pas n.

n/p

En utilisant que ), e2™/P = () si p ne divise pas n et = p sinon, on

voit que
FT()(2) = Y anpg" + ()P~ ) ang™.

n>1 n>1
Corollaire 3. Les opérateurs de Hecke commutent.

I1 suffit de calculer les coefficients de Fourier de fT(p)T(q) et de
fT,T(p) pour deux nombres premiers distincts et de voir que la for-
mule est symétrique en p, q.

Lemme 2. Une série formelle dans 'anneau C[[X]] des séries formelles
est inversible si et seulement si son coefficient constant est non nul.

Preuve. (Bourbaki A TV.28 §4 prop.6). On lécrit a(1 — f(X)) avec
f(X) une série formelle divisible par X. Clairement 1 — X est in-
versible d’'inverse 1+ X + X2 + ... et il existe un C-endomorphisme
continu de C[[X]] tel que X — f(X). Donc a(1 —X) — a(1+ f(X))
et

a M1+ f(X)+ (X)) +...)
est inverse de a(1 + f(X)).

Soit p un nombre premier et soit A(p) € C. Le polynéme
1—A(p)X +e(p)p* ' X>

est inversible dans 'anneau C[[X]] des séries formelles, car le coeffi-
cient constant est non nul. On note son inverse

L+ AP)X + AP X2+ AP X3+ ...,
et A(1) = 1. Par identification,
(1=AXP)X +e@)P XA+ AD) X +APH X2+ AP X3 +...) =1,

les coefficients A\(p™) pour n > 2 vérifient la relation

0=A(P") — A@)A@" ") +e(p)p" " AP").
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Corollaire 4. Si f est propre pour T(p) de valeur propre \(p) € C,
alors

an = amA(p")
pour tout entier n = mp” > 1 avec (m,p) =1

Corollaire 5. Si f est propre pour T(p) de valeur propre A(p) € C
pour tout nombre premier p, alors pour tout entier n = pr’" >1

on a
an = a1 H A(p")
P

)

En particulier f#0 si et seulement si a1#0.

Une fonction f € C(N,e, k) propre pour T'(p) pour tout nombre
premier p est dite normalisée si a; = 1. Alors

a(p) = A(p)
pour tout nombre premier p, et pour tout entier r > 2,

Apr+1 = Aplpr — s(p)pk_laprﬂ, et Gmp = amay si (n,m) = 1.

Lorsque la dimension de C(N, e, k) est 1, toute fonction non nulle
est propre pour tous les opérateurs de Hecke, et son premier coeffi-
cient de Fourier est non nul. La fonction normalisée est un générateur
canonique. Comme la dimension des formes modulaires paraboliques
holomorphes de poids 12 pour SL(2,Z) est 1, on démontre ainsi les
relations de Ramanujan

7’—1) 7’—2)

T(nm) = 7(n)r(m) si (n,m) =1et 7(p") = 7(p)7(p —pllT(p

pour tout nombre premier p et tout entier r > 2.

Proposition 13. Soit f € C(N, e, k) propre pour T'(p) pour tout nom-
bre premier p et normalisée. Alors pour s € C,Rs > k/2+ 1,

L(f,s) = [J(1 = ap)p™ +e(p)p* 7).
P
On dit que L(f,s) a un produit Eulérien.
Rappel: e(p) = 0 si p|N.

4. Le produit scalaire de Petersson

On cherche a diagonaliser les opérateurs de Hecke T'(p) agissant dans
lespace vectoriel complexe C(N, e, k) de dimension finie. On y arrive
pour les T'(p) avec p ne divisant par N car on peut munir ’espace d'un
produit scalaire hermitien défini positif, pour lesquels ils commutent
avec leur adjoints.
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5. Produit scalaire de Petersson
Proposition 14. Le triangle hyperbolique D de sommets 0o, eim/3 g2im/3
a la propriété suivante:

1) Pour tout z € 'H il existe g € SL(2,Z) tel que gz € D.

2) Soit z#z deux points de D congrus modulo SL(2,Z). On a
alors soit Rz = £1/2 et 2/ =z F 1, soit |z| =1 et 2/ = —1/z.

3) Le groupe SL(2,Z)/ £ id est engendré par les images de

11 0 -1

0o 1/>\1 0 /-
Faire un dessin. Le coté entre e/™/3,e2™/3 est Darc du cercle centre
0 de rayon 1, au dessus du segment les joignant. On fait la preuve
comme dans Serre. Pour obtenir 3), on montre 1) avec le sous-groupe
engendré par les matrices de 3). On en déduit que SL(2,Z) est engen-
11 0 -1
0 1/)7\1 0
engendrent contient — id. Le triangle hyperbolique D est appelé un
domaine fondamental de SL(2,Z) dans H.

dré par les deux matrices car le groupe qu’elles

Remarque 3. Donc une fonction f =) ane™/% holomorphe parabolique
sur H vérifiant f(z+1) = f(z) est modulaire de poids k pour SL(2,Z)

si et seulement si elle vérifie f(—i/t) = i*y* f(it) pour tout ¢ > 0.

L’intégrale de y~2dxdy sur D est finie (elle est majorée par celle
sur le demi-cylindre qui est évidemment finie). On peut faire mieux,
I'intégrale est l'aire du triangle hyperbolique qui est 7/3 par la propo-
sition 3. C’est le volume de 'espace quotient SL(2,Z)\H. On reste
flou sur la notion “d’espace quotient”.

Corollaire 6. Le volume de l’espace quotient I'\H pour la mesure
hyperbolique y~2 dx dy est fini pour tout sous-groupe d’indice fini I’
de SL(2,7Z).
On a

VvOl(I'5,(N)\H) = [SL(2,Z) : [,(N)]vol(SL(2,Z)\'H)

(car —id appartient & I,(N)). Mieux,

vol(TL,(N)\H) = (/3)N ]+ 7).
p|N
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Proposition 15. Pour f,g € C(N,e, k), et I' un sous-groupe d’indice
fini de I',(N), l'intégrale
_ — dx d
(f.9) =vol\H)™" | f(=)9(z) o* =57
I'\H Y

est absolument convergente et définit un produit scalaire hermitien
défini positif sur ’espace vectoriel complexe C(N,e, k) de dimension
finie, indépendant du choix de I', appelé le produit scalaire de Peters-
son.

f(2)g(2) y* est invariante par z +— Az pour A € I,(N) et f(2)g(z) y*
est borné par parabolicité. L’introduction du volume en facteur im-
plique qu’on peut que le choix du sous-groupe d’indice fini I" de I',(N)
dans le membre de droite, ne change pas sa valeur.

Proposition 16. Soit p un nombre premier ne divisant pas N. Alors,
l’endomorphisme de C(N,e,k) adjoint de l'opérateur de Hecke T'(p)
est (p)~YT(p). On a donc pour tout f,g € C(N,e, k)

(fT(p),g9) =e)(f, T(p)g)-

Si p ne divise pas N, les opérateurs de Hecke T'(p) commutent avec
leurs adjoints, et commutent entre eux, ils sont normaux. Par le
théoréme de décomposition spectrale en algébre linéaire :

Corollaire 7. Il existe une base de C(N,e, k) formée de vecteurs pro-
pres pour les opérateurs de Hecke f|iT(p) pour tout nombre premier
p ne divisant pas n.

En particulier, I’espace des formes holomorphes paraboliques mod-
ulaires pour SL(2,Z) a une base canonique: les fonctions propres pour
tous les opérateurs de Hecke T'(p) et normalisées.

Corollaire 8. Soit p un nombre premier tel que (p, N) = 1. Si \(p)
est une valeur propre de T(p) dans C(N, e, k), alors \(p) = (p)A(p).

En particulier, les valeurs propres des opérateurs de Hecke T'(p)
dans l’espace des formes holomorphes parabolique de poids k pour
SL(2,Z) sont réelles pour tout nombre premier p.

Pour montrer la proposition, on utilise I’anti-involution de GL(2, R)
(renverse 'ordre du produit),

A A* = (det A)A™!

b\’ d b
telleque(i d> :<—c a)'
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Lemme 3. On a pour f,g: H— C et w= Az, on a

FIrA(2) 9(2) Im(2)* = f(w) g[A*(w) Im(w)". (1)

Preuve. En effet, z = A*w,det A = det A*.
Le membre de gauche est f(Az)(cz + d)~* det A¥/2 g(z) Im(z).
Celui de droite est f(Az) g(2)(—cw + a)~* det A*/? Im(w)*.
Utiliser Im(w) = Im(z)det A/((cz + d)(¢Z + d)) et (—cw + a) =
(ad — bc)/(cz + d).

1 0

0 p> Lo(N) et Io(N) (ﬁ (1)> I,(N).

Lorsque p ne divise pas N, ces classes sont égales (faux pour p|N).
Cela implique que le nombre (fini) de classes a gauche de la double
classe est égal au nombre de classes & droite, donc il existe un méme
systéme de représentants pour les classes a droite et & gauche (Miyake
lemma 2.7.7).

Argument: HgH = UHh; = Uk;H. Montrons Hh; N k;H est im-
possible. Sinon Hh; C UyzjkeH. Or HgH = Hh;H donc HgH =
UpsikeH absurde. On choisit u; € Hh; Nk;H. On a Hh; = Hu; et
kiH = u; H. Gagné.

L’involution permute I',(N) <

On en déduit qu’il existe des matrices A telles que

I, (N) <é )

Donc JT(p) = -4 flexd = Y4 flesA™. On a s(A)=(A%) = e(p) et

en multipliant le lemme 3 par £(A) on obtient
FlewA(2) 9(2) Im(2)" = e(p) f(w) gleA*(w) Im(w)*.

La fonction f|.1A(2) g(2) Im(2)¥ est invariante par I' = I,(N) N
A~IT,(N)A et bornée sur H. On pose

(Flesd, ) = vol(P\H)™! /F o JwAG) TG dof2)

) FO(N) = UAFO(N)A = UAFO(N)A*.

De méme

£(p)(f. 9lex A7) 1 += £(p) vol(L"\H) ™ /F/\H F(w) Gl A (w) Im(w)* do(w)

ott I" = T,(N)N A*1T(N)A* = AI'A'. Les volumes sont les
mémes car la mesure hyperbolique est invariante par homographie
par GL(2,R)4. On a donc

(flexAs9)r = e(@)(f, 9le A% -



Cours DEA 2006, 2007 (Résumé) 15

Les groupes I, I"” dépendent de A. Mais on peut les remplacer par un
sous-groupe commun d’indice fini, contenu dans I,(N) (& vérifier en
exercice).

En sommant sur A, on obtient la formule

(Z f‘s,kAmg) = E(p)(fa Zg’e,kA*)
A A

Remarque /. Les opérateurs de Hecke T'(p) ne sont pas simultanément
diagonalisables dans C(N, €, k) lorsque le caractére de Dirichlet € n’est
pas primitif.

Remarque 5. Pour tout A € M(2,Z) de déterminant > 0, le sous-
groupe I' := I (N) N A7 I(N)A N AT (N)A~! de SL(2,Z) est
d’indice fini. On a

(f|kAvg)F = (fvg|kA*)F pour f?.g € O(N7 k)

6. Formes primitives

Si H est un sous-groupe d’un groupe commutatif G, un caractére x :
G/H — C* de G/H définit par inflation un caractére x(g) = x(gH)
de G trivial sur H.

Caractére de Dirichlet primitif.
Un caractére de Dirichlet € modulo N est appelé non primitif s’il
est trivial sur le noyau de ’homomorphisme surjectif canonique

(Z/NZ)* — (Z/MZ)*

pour un M|N, M#N (lorsque M = 1 la convention est que (Z/MZ)*
est le groupe trivial). Sinon, il est appelé primitif.

Si N = p" les noyaux des homomorphismes possibles non triviaux
forment une suite finie croissante (1 + p’JZ) /p"Z modulo p" pour
r’ < r. On voit que € est 'inflation d’un unique caractére primitif
modulo p® avec s > p. On dit que p* est le conducteur de €.

Par le lemme chinois, un caractére de Dirichlet € est un produit
e =[], ¢p de caractéres de Dirichlet ¢, modulo une puissance d'un
nombre premier p. Le caractére € est primitif si et seulement si chaque
€p est primitif.

Proposition 17. Tout caractére de Dirichlet € modulo N est l'inflation
d’un unique caractére de Dirichlet primitif modulo N'|N. On dit que
N' est le conducteur de e.

Le conducteur de € est le produit des conducteurs des ¢.
A un caractére de Dirichlet primitif modulo IV, on associe la famille
de ses inflatés. On dit que NV est le conducteur de la famille. Il est
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pratique de noter la famille et les caractéres de la famille par la méme
lettre €. Un caractére de la famille est précisé par son niveau qui est
un multiple du conducteur. Un caractére de Dirichlet primitif a moins
de zéros qu'un inflaté lorsqu’il est étendu a Z puisque qu’un inflaté
s’annulera sur les nombres premiers divisant son niveau.

Les caractéres de Dirichlet arrivent en familles, paramétrées par
les caractéres de Dirichlet primitifs.

La généralisation de la notion de caractére de Dirichlet primitif est
la notion de forme modulaire primitive.

On commence par étendre la notion d"*”inflation” aux formes mod-
ulaires. Soit € une famille de caractéres de Dirichlet. Soit N/|N mul-
tiple du conducteur de €. Posons pour M > 1,

M
5M:<o ‘f)

Soit € un caractére de Dirichlet modulo N’.

Proposition 18. Pour tout entier M > 1 tel que N'M|N,

= fludn

définit une application linéaire C(N',e,k) — C(N,e, k) commutant
avec les opérateurs de Hecke T (p) pour tout mombre premier p ne
divisant pas N.

Rappelons que f|i0y = M*/2f(Mz). Evidement f|;0y est holomor-
phe et parabolique f|xdy(2)(Im 2)¥/2 = f(Mz)(Im M2z)*/? est borné
sur H. On a C(N'M,e,k) C C(N,e,k) et flxdp € C(N'M,e, k) car

—1 4/ o a M_lb o !/ a b /
(2)
Donc I',(N'M) est contenu dans 8y T,(N')dr et £(A) = e(A’), ce qui

implique f’kéM‘kA = f’kA/‘kéM = E_l(A/)f’kéM, i.e. f‘kéM‘k,eA =
flkoar. L’équivariance par T'(p) provient de la formule

1 v _ (1 Mu
s 5)=(a 7)o
et du fait que si p ne divise pas NN, lorsque u parcourt les entiers
modulo p, il en est de méme de Mu.
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Définition 2. Le sous-espace de C(N,e,k) engendré par les formes
construites par le lemme pour des niveauxr N' divisant strictement N
et les entiers M > 1 tels que N'M|N, via la proposition, s’appelle
lespace des formes anciennes. L’orthogonal des formes anciennes de
C(N,e,k) pour le produit scalaire de Petersson est l’espace des formes
nouvelles. On le note C(N, e, k)™"".

Lorsque le caractére de Dirichlet € est primitif, toute forme f €
C(N,e,k) est nouvelle. Toute forme holomorphe parabolique mod-
ulaire pour SL(2,Z) est nouvelle. Il existe une caractérisation al-
gébrique des formes nouvelles utilisant la trace, n’utilisant pas le pro-
duit scalaire de Petersson.

Posons pour f € C(N, ¢, k)

i, f =Y flecA
A

ou A parcourt un systéme de représentants de I,(N)\I,(N").

Exercice 1. 1) On vérifie que tr ~/n' | appartient a C (N',e, k). L’application
linéaire try/ns : C(N, e, k) — C(N', ¢, k) s’appelle la trace de C(N, €, k)
dans C(N',e, k).

2) f est nouvelle si et seulement si tr%/p f= tr%/p flkwny =0

pour tout nombre premier p divisant N tel que N/p est un multiple
du conducteur de e.

(Li, theorem 4 page 298).

Définition 3. Une forme modulaire parabolique de poids k et de car-
actére € pour I',(N) est dite primitive si elle est

- nouvelle,

- propre pour les T'(p) pour tout nombre premier p,

- normalisée. '
On note C(N, e, k)P™™ [’ensemble des formes primitives de C(N, e, k).

Corollaire 9. L’espace des formes anciennes dans C(N, e, k) et l’espace
des formes nouvelles sont stables par les opérateurs de Hecke T(p)
pour (p, N) = 1. Ils ont une base formée de vecteurs propres pour les

T'(p) pour (p, N) = 1.

Et méme si p|N, voir Diamond et Shurman 5.6.2. Si (p, N) =1, la
proposition implique que les formes anciennes sont stables par T'(p).
L’adjoint de T'(p) pour le produit scalaire de Petersson est £(p) 1T (p),
donc les formes nouvelles le sont aussi.

Théoréme 3. Multiplicité 1. Soient f,g € C(N,e,k) propres pour
T(p) de méme valeurs propres pour tout nombre premier p£p1, ..., py.
Si f est nouvelle, alors g = Af pour une constante A € C.
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Faute de temps la preuve n’a pas été donnee en cours. Elle utilise les
lemmes suivants (non donnés en cours). Il est conseillé de les faire a
titre d’exercice ou de sauter jusqu’au corollaire 10.

Soit @ un entier > 1 et I',(NV,Q) le sous-groupe de I,(N) formé

des matrices A = (c?\f b(?) avec a,b,c,d € Z,ad — bcQN = 1.

Lemme 4. Si p est un nombre premier, le groupe I',(N) est engendré

1 1 . 1 0
par IT',(N,p) et <0 1) ainsi que par I',(Np) et <N 1>,

L’indice de I',(N, p) dans le groupe engendré est au moins p. On vérifie
que l'indice de I',(N, p) dans [,(N) est p si p|N et p+ 1 sinon. Méme
raisonnement pour [,(Np).

Lemme 5. Soit p est nombre premier tel que (p, N) = 1. Alors il

. ’ p 1 _ 1 0 /
eriste A, A" € I',(N) tel que <O p>_A<O p2>A.

C’est un exercice sur les diviseurs élémentaires. On considére la suite

L= <g ;)LOCLOZZ<(1)>€BN<(1)>ZCL:Z<(1)>®Z<?>

de Z-modules libres. Soient a|b les diviseurs élémentaires de L; dans L.
I1 existe une base (wy,ws) de L telleque aw, bwy est une base de L.
Comme L7 n’est contenu ni dans pL ni dans ML pour tout diviseur
M de N, et que l'indice [L : Li] = Np?, onaa = 1,b = Np?. On en
déduit que pour tout diviseur ¢+ de Np?, le module de base (wy, tws)
est 'unique sous-module de L contenant L d’indice ¢ dans L. Donc

(8 ;) L apour base wy, pws et L, a pour base w1, Nws. On choisit

AA" € GL(2,Z) tel que (wy,wy) = A, (g 11)> = (wy, p?w)A’.

On a alors <€ ;)) = A <(1) I?g) A’. Comme det AA" = 1, quitte

a remplacer we par —ws on peut supposer que A, A" € SL(2,7Z).
Comme wy € L, on a A, A’ € I',(N).

Proposition 19. Soit p un nombre premier. Si les coefficients de
Fourier a, de f € C(N,e, k) sont nuls pour tout entier n premier
a p, alors [ est ancienne ou nulle.

La condition est f = g[8, pour g = p~*/2 > n>10npq” € C. Pour
A € I,(N,p) on a g[tA = (A)~tg car 6,1 A6, € I,(N) et e(A) =
6(5;1145;,,). Par le lemme 4, g appartient aussi & C(N, ¢, k).
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Si (p, N) = 1 cela implique f = g = 0. L’argument repose :

vt (5 1) 5= (5 2)enm(y )nm

déduit du lemme 5. Agissant par |, sur g on obtient g(z) = Cg(z/p?)
pour une constante non nulle. On voit sur le développement de Fourier
de g que ceci implique g = 0.

1 0\ _ 1 0\ _

Supposons p|N. On a fh“(N/p 1) = f car <N/p 1) —

1 0

Op N 1
multiple du conducteur de e, et f = 0 sinon. En effet, le lemme im-
plique que f|xA = c(A)f pour un caractére ¢ : I',(N/p) — C* trivial
1 0

sur { g

5;1. Le lemme 4 implique que f € C(N/p,e, k) si N/p est

est égal a ¢ sur I,(N). On vérifie que ¢(A) = ¢(a) si

N/pc d
¢ modulo N/p tel que ¢ est U'inflaté de ¢, si f#0.

A= < a p b> . Cela implique que ¢ est un caractére de Dirichlet

On peut remplacer p par un ensemble fini pq,...,p, de nombres
premiers dans la proposition précédente. Autrement dit,

Proposition 20. Soit f = Zn21 anq" € C(N,e,k). Si a, =0 pour
tout n premier a p1...pyr alors f est ancienne ou nulle.

Non démontré en cours. Li Corollary 1 page 293, ou Miyake (4.6.8),
ou Lang Ch.VIII, §4.

Corollaire 10. St f = Y -, an,q" € C(N,e, k)" est propre pour
T(p) pour tout nombre premier p#p1,...,pr, et si son premier coef-
ficient de Fourier est nul, alors f est ancienne ou nulle.

Car a1 = 0 implique a,, = 0 pour tout n premier a pj ... p,.

Le théoréme multiplicité 1 peut se montrer ainsi. Soit A = (A(p) la
valeur propre de commune de f, g pour T' = (T'(p)) pour p#p1, ..., pr.
On suppose que I'ensemble pq,...,p, contient les diviseurs premiers
de N, que f = q+ ) ,>5anq". Les espaces propres dans C(N,¢, k)
pour T sont en somme directe. Les composantes de g dans I’espace
ancien et ’espace nouveau sont propres pour 1" de valeur propre A.
On est ramené a g nouvelle et & g ancienne.

Sig=>,>1bng" est nouvelle, alors g — by f est nouvelle propre
pour T et son premier coefficient de Fourier est nul, donc g — by f = 0,
par la proposition.
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Si g est ancienne, c’est une somme finie g(z) = Y hi(n;z) ou
h; € C(Nj, e, k)™ est propre pour T' de valeur propre A, avec n; N; di-
visant NV et multiple du conducteur de €. On peut supposer les h; pro-
pres pour T de valeur propre A; car C(NN;, e, k)""" a une base propre
pour T'. On sait que h;(n;z) reste propre pour 7' de méme valeur pro-
pre. Le théoréme d’indépendance linéaire des vecteurs propres pour
T de valeur propres différentes, montre que 'on peut supposer que
A; = A pour tout i.

Soit h = >, o, T" € C(N', e, k)™ propre pour T de valeur
propre \. Si h#£0 alors ¢1#0, le premier coefficient de Fourier de h—b; f
est donc h — by f est ancienne dans C(N, ¢, k). Comme h est ancienne,
f est ancienne ce qui est absurde.

Corollaire 11. C(N,e, k)p”m est une base de C(N, e, k)",

On suppose que p1, ..., est ensemble des diviseurs de N. Il existe
une base de C(N, g, k)" formée de vecteurs propres pour 7'. Chaque
espace propre pour 1" est de dimension 1 par le théoréme de multi-
plicité 1. La commutativité des opérateurs de Hecke montre que les
vecteurs sont propres pour 7'(p) pour tout p.

Corollaire 12. Sie est primitif, C(N, e, k)P™™ est une base de C(N, &, k).

On trouve une base canonique de C(V, e, k) comme conséquence
d’un théoréme de multiplicité 1 un peu plus fort (Li Corollary 3 page
300).

Théoréme 4. Multiplicité 1. Soient f € C(N, e, k)P™™ et g € C(M, e, k)Pr™
deux formes primitives de méme poids et de caractére dans la méme
famille, propres pour T'(p) de méme valeur propre pour tout nombre
premier p#p1,...,py donnés. Alors g = f.

Miyake prouve un résultat un peu plus fort 4.6.19, la preuve utilise
les séries de Dirichlet (ce qui est naturel) mais aussi I'estimation de
Ramanujan-Petersson (cas 4), c’est tricher ! Diamond et Shurman
I’admettent. Le premier cas & considérer est N, M deux nombres pre-
miers distincts, le méme caractére € trivial et le méme poids k.

Corollaire 13. C(N, ¢, k) a une base canonique: les formes primitives
f € C(N', e, k)P et leurs inflatées f(Mz) pour tout N', M tel que
N’ est un multiple du conducteur de € et MN' divise N.

Par induction croissante sur N, ces ¢léments engendrent C(N, e, k).
Soit f € C(N,e, k)P, Les formes f(Mz) sont linéairement indépen-
dantes lorsque M € N non nul; cela se voit sur les coefficients de
Fourier en utilisant que f(Mz) = ¢™ +.... Si fT est propre de valeur
propre Ay pour T' = (T'(p)) avec p ne divisant pas NN, alors les espaces
propres C(N, e, k‘)T:Af pour toute forme primitive de niveau N'|N
(de caractére € et de poids k) sont en somme directe par le théoréme
de multiplicité un plus fort.
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Remarque 6. Le bon théoréme de multiplicité 1 serait (dans ce cours):
Si f,g sont deux formes holomorphes paraboliques primitives (de
niveau, caractére, poids quelconques), propres et de méme valeurs
propres pour les opérateurs de Hecke T'(p) pour tout nombre premier
p n’appartenant pas & un ensemble de densité 0 de nombres premiers,
alors f = g. Cela utilise un théoréme de Deligne profond (encore
un) reliant les formes modulaires aux représentations des groupes de
Galois et le théoréme de Cebotarev.

7. Les opérateurs [pwq

La référence est Atkin-Li.

Sif= anl anq™ € C(N,e,k), on pose

fo= Z ang”.

n>1

Ona—z=—-x+iycHet f,(2) = f(—2).

Proposition 21. Soit f € C(N,¢,k). Alors

1) fp € C(N,&,k) et (fp)p = f.

2) (fT(p)), = foT(p) pour tout nombre premier p.

3) (flednr)p = folkdnm pour tout entier M > 1.

4) (fpagp) = (gaf)'

5) Si f est ancienne, resp. nouvelle, resp. primitive, alors f, est
ancienne, resp. nouvelle, resp. primitive.

1) folxA = (flx6-1A5_7), pour A = (i Z) € GL(2,R)4, car

AG) = FEAD Qe A+ & () ) = 0as]
a méme déterminant que A, et —Az = (a(—2z) — b)/(—c(=2) +d) =
6 1A6"1(—72).

Ona é_1T,(N)3"1 = I,(N).

2) Rappel: les matrices A € GL(2,R), avec a,b,c,d € Z et ¢|N
forment un monoide multiplicatif G et ¢(A) := €(a) est un homomor-
phisme de monoides car

a b a V\ [ ad + Nbd «

Ne d )\ N d )\ N(cd+ad) =)
Le monoide G agit sur ’espace C des fonctions holomorphes paraboliques
de poids k sur H par f|. A = det A¥/271¢(A)f|xA. Pour A € G, on

a folkeA = (fleed-14671),.
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Ona fT(p) =>4 flkeApour A dans un systéme de représentants

de I',(N)\IH(N) ( 2) I,(N). Les 6_1 A5~] forment un autre sys-

1

0
X . 1 0 L

téme de représentants car 0 p est fixe par conjugaison par d_i.

3) s est fixe par conjugaison par d_; et la formule de 1).

4) 11 faut montrer que 'intégrale de ¢(x, y)dv(z) sur v\'H, si elle est
définie ne change pas si ’on remplace (x,y) par (—z,y). Cela nécessite
des arguments subtils de mesure positive, de mesure quotient .... Une
mesure positive sur un espace compact est simplement une forme
linéaire sur les fonctions continues qui est positive sur les fonctions
positives.

5) se déduit de ce qui précede.

On considére maintenant l'isomorphisme |ywy : C(N,e,k) — C(N,E, k)
(lemme 1), qui a joué un role dans I’équation fonctionnelle de L(f, s),

(0 -1
wN=(nN o )

Rappelons que (f|pwy)(z) = N7F/227Ff(~1/N2z) et wy normalise

I',(N) car
a b -1 d —¢N-1
WN\¢e qa)¥ =\ 2N a ’

On a w3 = —Nid donc (f|pwn)|kwy =e(—1)f.

Proposition 22. Soit p un nombre premier tel que (p, N) = 1. Alors
a) fT(p)lkwn = e(p)(flrwn)T(p).
b) wasM = WNM -
C) (f|kwN7g|kwN) = (fvg) pour fvg € C(N,&,k‘).

Prewve. a) fT(p)|lkwn = >4 fleAlswn pas de € car (p,N) = 1 et

€(<(1) u>) = 1. La somme est sur un systéme de représentants
de I',(N)\I,(N) (1) 0 I',(N). Or wy normalise la double classe

I,(N) (é 10)> I',(N) car le conjugué de <(1) g) par wy appartient
a la double classe. Donc wx,lAwN est un autre systéme de représen-
tants.

2aflRAlRON = 3 4wy Flrwn |kwy' Awy.

Mais 2(wy! (é z) wy) = g((_gN ?)) — Z(p). Donc
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f|kwN|ka,1AwN = €(p)f|kwN|k7g’wxflA’wN.

C) (f|kwNvg) = 6(_1)(fvg|kwN) pour f € C(N7€7 k)vg € C(Nvg7 k)
En effet, (flxwn,9)r = (f,glswi)r ot wi = w;,l detwy = —wy,
pour I" un sous-groupe d’indice fini de I'1(N) N wy I (N)wy, et de
wy T (N)wy' NI (N). Comme wy normalise I (N)), on peut pren-
dre I' =I'1(N). On a g|x(—id) = ¢(—1)g.

Remarque 7. Si f est ancienne, f = g|xdy avec g € C(N' e, k) avec
N'MM' =N et M > 1, alors f|pwy = g|gwn:dp par b). Si M’ > 1
alors f|pwn est ancienne.

Proposition 23. Si f € C(N, e, k)P"™ est primitive, alors flywy =
AN(f)fp pour une constante Ay (f) € C*, appelée pseudo-valeur pro-
pre de [ pour |pwy.

Preuve. Comme fT(p) = apf et a, = £(p)ay, on a flrwnT(p) =
a(p)flxwn pour tout p premier a N.

Comme f, est primitive et a les mémes valeurs propres que f|,wn
pour T(p) pour (p,N) = 1, par le théoréme de de multiplicité 1,
flrwn est un multiple de f,.

Donc f|rwpn est propre pour tous les opérateurs de Hecke T'(p) si f
est primitive L’équation fonctionnelle relie

L(f,s) = [[(1 = app™* +e(p)p*'7%) 71,

L(flswn,s) = Av(f) [[ (1 =@~ +2(p)p* 7).

Corollaire 14. |ywy respecte les formes nouvelles et les formes an-
ciennes.

Corollaire 15. La valeur absolue de la pseudo-valeur propre An(f)
de f € C(N,e, k)P™™ primitive est égale a 1.

Zg’@%}@- (flewn, flewn) = AN (AN ) (fp, fo) = (f, f) et (fo, fo) =

Supposons que le caractére de Dirichlet modulo N est trivial (ce
qui implique & pair car e(—1) = (—1)¥). Alors Ay est une vraie valeu
propre.

Proposition 24. Soit f € C(N,1,k)P™™. On a flywy = AN f avec
Ay = £1.
L’equation fonctionnelle de la fonction A(f,s) est

A(f,8) = (=) ANA(f, k — s)
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Preuve. Les coefficients de Fourier de f sont réels donc f, = f.
Comme wy = Nid et k est pair, on a )\12]'” =1

Corollaire 16.
A(f k)24 5) = (~DF2ANA(f, k2 — 5), Ay = £1
Comme I'(k/2)#0, on déduit que L(f,k/2) = 0 si Ay = —(—1)*/2

Soit N = QQ' une factorisation de N en deux entiers Q, Q' pre-
miers entre eux. Soit € = egeg la factorisation correspondante du
caractére de Dirichlet . Nous allons voir que 'application |pwy est
presque multiplicative, i.e. presque la composée d’opérateurs |pwg et

| ka/.
On choisit une matrice

e = <]C\27§ Qyw> - <Q:€z Qyw> 0Q

avec T,y,z,w € Z, Qrw — Q'yz = 1, v = 1 modulo Q' et y = 1

/ /
modulo Q). Par exemple, x = y = 1. Soit w’Q = <%§, Qyw’> avec

0y, 2w eZ, Qi'v —Q'yY =1
Proposition 25. Soit f € C(N,e, k).

1) flrwq = eq(y')eq (') flkwe ne dépend pas des choiz de x,y, z,w
et

f|ka €C(N, EQEQ’ k).

2) flrwd = e(—1)gq(Q) f.

flrwoq, = eq (@) flhwQug, si Q' = Q1Qs avee (Q1,@s) = 1.

3) (flkwq, 9lkwe) = (f, ). ,

4) fT(p)|lkwg = eq(p)(flewg)T (p) pour tout nombre premier p
ne divisant pas Q.
Prewve. 1) On a flrwq = eq(y')eq (z') f|rwyy car w’Qwél appartient
a I,(N) et son “a” est Qr'w — Q'y'z congru a y' modulo Q et a 2’
modulo @', donc E(lewél) =eq(y)eq(2).

On a flrwgA = eg(a)gg(a)f pour A € I',(N) car wg normalise
I'W(N) et s(wQAwél) =£q(A)eq (A). En effet,

Qr vy w' _y/Q_l _ ([ Qruw’ — Q'y yz' — xy’
Nz Quw -Q' x' T\ Nzw' — Nwz Quwzx’ — Qzy' ) -
Si (z,y,z,w) = (2,9, 2/, w') et si Qrw — Q'yz = 1, le produit est la

matrice unité. Donc
-1
1 w —yQ
'UJQ = <—Q/Z T ) .
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Qr vy a b\ _ [ Qra+yNc yd + Qzb
<Nz Qw) (Nc d>_<Nza+Qch de—i—Ncb)

Qra+yNc  yd+ Qxb w QY [ a P
Nza+ QwNc Quwd+ Ncb -Q' x' “\ N~y 4
avec Ny = (za+ Quwe)Nw' — Q"2 (Quwd+ Neb) = N(zaw' + Quew’ —

Zwd — 2'Q'¢b) et a = Qraw’ — Q'ydz’ mod N, donc

a = Qraw' mod Q', a=—-Q'yz'dmod Q.

Si Qrw — Q'yz=1,(7,w') = (2,w) on a

a=amodQ’, a=dmodQ et

e(a) = eqa)eq (@) = eq(d)eqr (a) = Eqla)eqr(a).

2) Le produit Q_lfwé2 appartient & I',(N) et son “a” est Qz? +
Q'yz congru & —1 modulo @Q et & Q modulo Q’, donc E(Q‘lwé) =
EQ(—l)EQ/(Q) .

Prenant wg,wq, avec x = y = 1, on a wqwgq, = wpg, avec le
' =1mod Q2 et ¥ = Qrw; + Q, donc egg, (V') = €, (Q).

(Qm y )(Qlw’ y >_< QeQia’ +yNz'  yQiw' + Quy
NzQi2' + QwNZ  QuwQ@Qiw' + Nzy

Nz Quw Nz Quuw'

Sl Q(':U? y7 z? w) = Ql('j}/?y/?z/? w/) C’eSt

Q*x* + Nyz  Qy(w+y) \ _ 0 Qr* + Qyz  y(w+y)
NQ(zx +wz) Q*w?+ Nzy ) — N(zz +wz) Quw?+Q'zy

Si Qrw — Q'yz = 1, le produit appartient a QI,(N).

Lorsque Q' = Q1Q2, (Q1,Q2) =1,onchoisit z =2’ =y=9' =1
donc

(Q 1 ><Q1 1 >:<QQ1(1+Q22') Q1w' +Q
Nz Quw Nz Qv N(zQ1 4+ Quwz') QQ1(ww' + Q22)

3) On a (flrwg, g) = (faf’kw*Q) et we :Qwél - <—Q]ifuz éZ>

est un “wg,” et eq(—y)eq(w) = e@(—1)eq (Q) ™" car wQ = 1mod Q.
4) Je faiblis pour T'(p). C’est plus long mais sans astuce. Exercice
!

Proposition 26. Si f € C(N,e,k)P™™ est primitive, alors il eviste
fo € C(N,gqeq, k)P™™ primitive et une constante \g = Ag(f),
uniques, tels que flrwg = Agfg. On dit que f est pseudo propre
pour [ywg de pseudo valeur propre \q.

Notons f = q+ 3 ,5oanq" €t fq = ¢+ Y ,59bnq". On a pour
tout nombre premier p,

b, =Eq(p)ap sip ne divise pas Q et b, = ¢ (p)a, st p divise Q'

).

)
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Non montré en cours. Exercice ?

Si g est trivial, on a fg = f par le théoréeme de multiplicité 1 et
A est une vraie valeur propre.

On déduit que |a,| = |b,| pour tout n > 1. La série
L(f® f.5) = apayn *TF!
n>1

est égale & L(fg ® fg,s). On sait (non montré en cours) qu’elle se
prolonge en un fonction méromorphe sur C de pole simple en s = 1
de résidu (f, f)c pour une constante non nulle ¢ dépendant seulement

de N, k. Donc
(f; f) = (fa» fo)-
Comme (f, f) = (f|xwq, flrwg), on a:

Proposition 27. La pseudo valeur propre \g est de valeur absolue
1.

Attention, si € n’est pas trivial, les opérateurs |yw¢q ne commutent
pas toujours.

Supposons que le caractére € est trivial. Soit N = Hp p" la fac-
torisation de N en produit de nombres premiers. Le produit des en-
domorphismes [w,» de C(N, 1,k) est [pwn.

Proposition 28. Si f € C(N,1,k)P"™  la pseudo valeur propre \,(f)
de f pour |pwpn est 1.

Preuve. On a flrwpn = A\p(f) fom avec fon € C(N,1,k)P"™ ol fm a
méme valeur propre que f pour T'(p’) lorsque p’#p par la proposition
26, donc f,» = f par le théoréme de multiplicité 1.

Comme wpn = —p™id et k est pair, on a )\I%n =1.

Si p est un nombre premier divisant N, on note N = NpNI’) avec
(N, p) = 1.

Proposition 29. Soit f =g+, 55 anq™ € C(N, e, k)P™™ primitive
et soit p un nombre premier divisant N et €, la composante en p de
e. Alors

- Si g, est primitif, alors |a,| = ptt—1/2.

- Si N, = p et si gy est trivial, alors al% = pk_2€N1; (p).

- Sinon (p* divise N, et ¢, n’est pas primitif), a, = 0.
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Non démontré en cours. Voir Li Theorem 3 page 295, Miyake
4.6.17.

Proposition 30. (Lien entre la valeur propre de T'(p) et la pseudo-
valeur propre de wyn lorsque p"||N )

Soit f = q+ > ,59anq" € C(N,&,k)P™™ primitive et soit p un
nombre premier divisant N tel que a,70.

Si p||N et ey est trivial, alors Apa, = —p(k/2=1)

Si p"||N et g, est primitif, alors Apnay = pE2=NG(e,) o

Glep) = Y egpla)e™/r"

x mod p™

la somme de Gauss du caractere de Dirichlet primitif €, de condcteur
V2

p".
Comme a,70, alors €, est primitif ou p||N et €, est trivial par la
proposition 29.
Le premier coefficient de Fourier de f71'(p)"|xwpn = apApn fyn est
ay Apn. On va le calculer directement.

1wy 1 "
Remarquer que ngz‘gn (0 pl> = <0 > o Z) et que e(p) =
0 donc
_ 1 u

FT =1 E e £ (5 )

Veérifions que le terme constant ¢ de fT'(p)"|rwp» ne provient de
que la somme avec (u,p) = 1. Notons que u = pv modulo p" est
équivalent & v modulo p"~!. Posons N = p"¢’, on peut choisir une
matrice

o _ (P oy loro —
wp” - <NZ pnw> ) p‘x7pnxw —qYyz = L.

On a [pwpn = [pwpnepn (Y)eq ().

1 pv W — 1 v 1 0 ptr oy p~t 0 p 0
0o pr ) e \0 po! 0 p Nz p"w 0 1 0 1
(1w Pl oy p 0

—\o0 pr! Nz  pttlw 0 1)

La matrice du mileu est une matrice type wy». A un facteur pres,

la somme sur les v modulo p"~! donne f7T'(p)"!|pwpn(pz) qui a un
terme constant nul.
On néglige donc les u divisibles par p. Le terme constant de f7'(p)"™|,wpn

est p"(k/Q_l)epn (y)eq (z) fois le terme constant de A ou

1 wu
A = Z’LLIIlOdp"ﬁ(um):l f|k) <O pn> w;;n
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T
On note v tel que uzq'v = y modulo p™. Alors <é pun > w’ < L —vp

P\ 0
p"x + Nuz —zv—wuzvg +y+p wu\ [ * *
< p" Nz —vzN + p*"w > =P <>|< —vzq +p”w>
appartient a p"I,(N).
A= modpn (op)=1 E(—v2d" + pPw) f1y (1 v
vmod p™,(v,p)=1 0 1
Comme (gpey)(—vzq + pw) = ep(v)ep(—2¢ ey (P w) et 1 =

Y22

(epeg)(—yzqd + paw) = ep(y)ep(—2¢ ey (pPw)ey (x), le terme con-

stant de fT(p)"|xwyn est donc p™*/2=1) fois le terme constant de
vaodp",(v,p):l €p(’U)f(Z + Up_n)a Le.

c= pn(k/2—1) Z gp(,u)e%m}p’" )

vmod p™,(v,p)=1

8. Torsion par un caractére de Dirichlet

Référence. Miyake, pour les sommes de Gauss. Atkin-Li pour les
formes modulaires tordues.

Soit x un caractére de Dirichlet modulo M et soit a € Z. La somme
de Gauss G(x, a) est le nombre complexe

M-—1
G(X,a) = Z X(£)62max/M — Z X(x)e2z7ra:c/M
=0 ©€(Z/MZ)*

Elle ne dépend que de a modulo M. Si @ = 1, on dit simplement que
c’est la somme de Gauss de .
Si x est le caractére trivial 1p; modulo M, alors

G(lM, a) _ Z e2i7rax/M‘
2€(Z/MZ)*

Si x#1s et si a = 0mod M alors G(x,0) = 0.
On a G(1,0) = ¢(M).
Si M = p est un nombre premier et (a,p) = 1 alors G(1p,a) = —1.

Proposition 31. Soit x un caractére de Dirichlet primitif modulo M .
Alors

G(x,a) = X(a)G(x).

>:
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Preuve. Si (a,M) =1, on a

x(a) Y7 x(@)ed™ M = G(x)

x mod M

car za parcourt les entiers modulo M et x(a)x(z) = x(ax). Si (a, M)#1
on a’x(a) = 0. La somme de Gauss G(x, a) est nulle car x est primitif.

En effet, le dénominateur de a/M’ est M’ < M et G(x,a) est
multiple de Y,y x(h) pour h parcourant le noyau de (Z/MZ)* —
(Z/M'Z)*. Comme Y est primitif, sa restriction au noyau n’est pas
triviale donc ), o x(h) = 0.

Corollaire 17. (i) G(x)G(x) = M
(ii) G(x) = x(~1)G(X) et G(x )G( ) =x(=1)M
Preuve. (i)Par la proposition G(X)G(X) = 3", mod 1 G(X) X (a)e~2ime/M
est Z G(X,a)e_%ml/M _ Z X($)e2i7r(z—1)a/M
amod M a,z mod M

Rappelant ;.04 v eZimma/M — Npogi N |m et 0 sinon, il ne reste que
z = 1mod M.
(ii) On applique la proposition G(x) = G(x, —1).

Corollaire 18. Factorisation. Soit M = RR' une factorisation de M
en entiers R, R’ premiers entre eux. Alors

G(x) = G(xr)G(xr )XR(R)XR (R).
Par le lemme chinois, si mR + nR' =1 alors

GO)= D xnl@)xm(p)e O m,
amod R,bmod R’

Par la proposition G(x) = G(xr)G(xr )Xr(n)X g (m) et remarquer
que Xg(n) = xr(R') et Xp/(m) = xr(R).

La fonction de Mobius p est définie sur les entiers > 1. Elle vaut
(—1)* sur un produit de k£ nombres premiers distincts, 0 sur les entiers
divisibles par le carré d’'un nombre premier. Pour n > 1 on a

> u(d)=0
0<d|n

car n = pcll1 ...pﬁr avec pﬁépj premiers et d; > 1, et la somme est

Yoo u(pft ... pir) surles g, = 0,1, donc 1 —r + <g> - <§> +...=
1-1) =0.



30 Marie-France Vignéras

Proposition 32. Soit L > 1 et x' : (Z/ML)* — (Z/M)* — C* le
caractére modulo M L inflaté de x primitif. Alors

G, a) ) Y du(L/d)x(L/d)X(a/d).

0<d\(L a)

Preuve. Miyake 3.1.3. Ceci généralise la formule G(x,a) = x(a)G(x)
pour L =1. On a x/(b) = 0si (b, L)#1 et x'(b) = x(b) sinon. On écrit
cela avec la fonction de Moebius

X0) = > nuld)x®)

0<d|(b,L)

Z Z 2z'7rab/LM

bmod LM 0<d|(b,L)

On écrit L = dL',b =d3. On a

G a) = D w(dx(d) Y x(B)erEM,

0<d|L Bmod L' M

On montre que la derniére somme est 0 si L' ne divise pas a et que si
L' divise a c’est L'x(a/L")G(x).
On a 3= M~y+ 4 oty modulo L’ et § modulo M et x(8) = x(7)-

Z X(ﬂ)e%ﬂﬁa/L/M:( Z X(é)eQi”‘S“/L'M) Z Q2imya/L' M

Bmod L' M é mod M ~mod L’

Si 3 modr e?m™e/L'L() alors a = Omod L’ et elle vaut L’. Le pre-
mier facteur a droite est alors la somme de Gauss G(x,a/L’) =

X(a/L)G(x)-

Aussi on obtient

G(x',a) = G(x) Z L'w(L/L)x(L/L)X(a/L')

0<L'|(a,L)

Proposition 33. Le produit de deux caractéres de Dirichlet € et €
est un caractére de Dirichlet ee’. Pour tout mombre premier, le con-
ducteur de e’ en p est le sup des conducteurs en p de € et de €' si ces
conducteurs ont distincts; s’ils sont égauz il peut étre plus petit.

En factorisant les caractéres, on se raméne au cas ol € est un
caractére modulo p™ et & est un caractére modulo p™ pour un nombre
premier p et deux entiers 0 < n < n’. Le plus simple est d’identifier les
caractéres de Dirichlet modulo p™ avec les caractéres de Z7 triviaux
sur 1 + p"Z,. L'intersection Z N Z; est formée par les entiers a € Z
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premiers a p et a + p"Z = a(l + p"Za~') dans Z;. On en déduit des
isomorphismes entre les groupes de cardinal (p — 1)p" !,

(Z/p"Z)" ~ (Zyp/p"Zp)" ~ 2/ (1 + p"Zp).
Le produit des deux caracteres du groupe Zj,, est un caractere de Zj.
Donc e’ est un caractére de Dirichlet modulo p™ .

Définition 4. Pour une forme modulaire f =, -, ang" € C(N, ¢, k),
la tordue f, de f par un caractére de Dirichlet x modulo M est la

fonction
fx = Z anx(n)qn,

n>1

1
0

lation par a. On pose

Posons t, = ( (11> pour a > 0. Alors 'opérateur |it, est la trans-

M-—1
fta= Y XO) fletor = > XO)flatoar-
b=0 be(Z/MZ)*
Lemme 6. ft, = G(X) fy-

Preuve. ft, = Ebe(Z/MZ)* X(0) S st ang"e2™b/N

Lorsque x est primitif, I'¢tude de f, se raméne a celle de ft, car
G(X)#0. On étudie I'opérateur t,.

Proposition 34. Pour f € C(N,e,k) et un caractére de Dirichlet
x modulo M, ft, appartient C(N,ex? k) ou N est le p.p.c.m. de
N, M?.

Preuve. 1l est clair que ft, est holomorphe parabolique de poids k.

Soit A = <]§a,c Z) € I,(N). Alors a,d sont premiers a M. Pour

chaque x mod M il existe 2’ mod M tel que azx’ = dr mod M. Alors

a+caeNM™" (—2'a+de)M~' —2/cuN M~ + b>

to /At = .
/M=o’ IM < cN —ct'! NM~' +d

appartient a I',(N) qui est contenu dans I',(N). On aX(z) flxtz/mA =

()X (@) flktar/m et X(2) = x(d)* X(27).

Remarque 8. Si p divise M alors (f|;dp)y = 0. L’application linéaire
fr i C(N,e,k) — C(N,e,k)

n’est pas injective si (N, M)+#1.
Lorsque x est quadratique, t, : C(N,1,k) — C(N, 1,k).
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Proposition 35. 1) Soit p un nombre premier ne divisant pas M.
Alors £, T(p) = x(p)T (p)ty et (flxdp)x = x(0)fx|k0p
2) (S 9x) = (f,9)-

3) Si f est ancienne, resp. nouvelle, alors f, est ancienne, resp.
nouvelle.

4) (ftx)p = x(=1) fptx-
5) Si N = QQ' est une factorisation en entiers Q,Q" premiers
entre euz et (M,Q) =1, alors

ywg = Y(Q)thX.

6) Si x est primitif, (M,N) =1, et f € C(N,e, k)P"™ primitive,
alors f, € C(NM?, ex?, k) est primitive et

Anmz(fx) = An(Fe(M)x(N)G(x)/G(X)
Non démontré. Vérifier.

Proposition 36. (Torsion par un caractére de conducteur assez grand)
Soit f € C(N,e,k)P™™ primitive. Soit N = q¢' avec (q,¢') = 1, et
X un caractére de Dirichlet primitif de conducteur m avec (q,m) =
1,¢'|m, et tel que le conducteur de ey x soit m. Alors

1) fy € Clgm?,ex? k)P"™ est primitive.

2) fxlkwme = Ape fex avee feox € C(qm?, sq»s;,lx_z, k)P prim.-
itive, et

Amz(fx) = Eq(m)x(—=1)G(eqx)/G(X)
3) J(‘X’kwqm2 = )‘qmz (fx)(fx)qm2 avec (fX)qm2 € C(qm27 E_IX_27 k)pm’m
Agm2 (fx) = Ag(F)X(—)eq (@)Eq(m)G (e x)/ G(X)-

Atkin-Li th. 4.1. Comparer avec la proposition 35 6). Il est remar-
quable de voir que la pseudo valeur propre de f, en m? ne dépend
que de €.

Preuve. 1) Non fait en cours.

2) On choisit des entiers x,y, z,w vérifiant m?zw — qyz = 1 avec
z = 1modq et y = 1modm? ce qui fournit une matrice w,,2. Noter
que y = 1modm et que l'application a — d' dans les entiers in-
versibles modulo m qui envoie a sur un inverse a’ de azg modulo m
est une bijection. On calcule 2,/ Wpn2t g/ =

o _ /
m(m:z:—l—zaq za' + aw /(aaq—l—y)/m) € mIL,(N).
qmz —qza + mw

Cela implique que fty|[rwy,2 = Y, nodm X(@) flrta/mWm2 est égal a
la somme pour @' modm de X(a)e(—qza’ + mw)flity /- On écrit
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€ = g4€4; remarquant que —gz = lmod m? et m?>w = 1modgq, on
voit que X(a)e(—gza' + mw) est x(—1)g4(m)(xeq)(a’). D’out

Pl = (1) (m) ftxey

Admettant que f, est primitive (donc ftm aussi), on obtient la
formule voulue pour la pseudo-valeur propre, en utilisant G(X)f, =

[ty
3)
FrlkWamz = (e x*) (@) fx|kwqwy,2 par la factorisation de w

Ixlkwg = (q)( \kwq) par la proposition 35 5).
Flig = Ng(f)fy avec f, € C(N,ee;2, kyrim,

( ) |]€wm2 _)‘m2((fq) )(fx)qm2
A2 ((fo)x) = gq(m)x(=1)G(egx)/G(X)-

Corollaire 19. Si x est quadratique et si € est trivial, alors
Preuve. Ajn2(fy) = Ag(f)x(—q).

Donc L(fy, k/2) = 0 si x(—q) = —Ag(f)(=1)*/2 (le corollaire 16 con-

cerne le cas y trivial).

qm?

9. Rationalité, intégralité

Les théorémes suivants sont hors de portée pour linstant. On les
admet.

Théoréme 5. Il existe une base de C(N, k) dont les coefficients sont
des nombres rationnels.

Shimura th. 3.48 et 3.52.
On a déja admis que la dimension de C(N, k) est finie.

Théoréme 6. Les valeurs propres des opérateurs de Hecke T (p) dans
C(N,e, k) appartiennent & [’anneau des entiers d’un corps de nombres
(indépendant du choix du nombre premier p).

Donc, les coefficients de Fourier des formes de la base canonique de
C(N,e, k) appartiennent a ’anneau des entiers d’un corps de nombres.

Proposition 37. Les pseudo valeurs propres de |,wg sur les formes
primitives de C(N, e, k) sont algébriques.

Atkin-Li th. 1.1.
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Théoréme 7. Soit f = q+ >, 5oanq" € C(N,&,k)P"™ primitive.
Alors les valeurs absolues des racines de ’equation

X% —a,X + e(p)ptt
sont p(k_l)/2 pour tout mombre premier p ne divisant pas N.

Deligne (ref 7).



