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TD d’analyse 8 : analyse fonctionnelle

Exercice 1.

(a) Soit f : X — Y une application entre deux espaces métriques. Pour tout
n € N*, on note O,, = {x € X /30 > 0,Yy,z € B(z,9),d(f(y), f(z)) < 1/n}.
Vérifier que les O,, sont des ouverts et que ’ensemble des points de continuité
de f est m Oy.

neN*

(b) Utiliser le théoreme de Baire pour en déduire qu’il n’existe pas de fonction

continue sur Q et discontinue sur R\Q.

N
Exercice 2. Pour tout N € Net € R, on note Dy(z) = Z et
n=—N
2
(a) Montrer que / |Dn| tend vers +oo quand N tend vers +o0.

0
Indication : la fonction sinus cardinal n’est pas intégrable sur R .

(b) Soit X Despace des fonctions continues et 2m-pérodiques de R dans C, muni
de la norme uniforme. Soit N € N. Prouver que la formule
2w

VieX, Tn(f)= ; Dy(z)f(—x)dx

définit une forme linéaire continue T sur X et calculer sa norme.

(c) Utiliser le théoréeme de Banach-Steinhaus pour en déduire qu’il existe une
fonction f de X dont la série de Fourier diverge en au moins un point.

Exercice 3. Soit H un espace de Hilbert possédant une base hilbertienne (€;);en.
“+o00

On consideére une autre famille orthonormée (f;);en telle que Z le; — fil|* < +oo0.
i=0
(a) Montrer que la formule

+o00 N—-1 +o00
Tn | Y miei | = > wiei+ Y aifs
i=0 i=0 i=N

définit un isomorphisme T : H — H si on choisit N assez grand.

(b) Prouver que (f;)icn est une base hilbertienne de H.
Indication : que dire du sous-espace V' orthogonal a Vect(f;)i>n ?

Exercice 4. (Opérateurs compacts)  Soit H un espace de Hilbert. L’espace L(H)
des applications linéaires continues de H dans H (= opérateurs) est muni de la
norme d’opérateur usuelle. On note KC(H) le sous-espace des opérateurs compacts
(i.e. tels que I'image de la boule unité est d’adhérence compacte) et Lo(H) celui
des opérateurs dont 'image est de dimension finie.

(a) Montrer que u est dans IC(H) ssi il existe une suite d’éléments wu,, de Lo(H)
qui converge vers u dans L(H).
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(b) Montrer que, si u est dans K(H), alors u* aussi.

(¢) Montrer que, si u est dans K(H), alors Ker(id 4+ u) et Im(id 4+ u)* sont de
dimension finie.

(d) Montrer que, si u est dans K(H), alors Im(id + u) est fermé.

Exercice 5. (Opérateurs de Hilbert-Schmidt)  On reprend les notations de I’exer-
cice précédent et on suppose que H est muni d’une base hilbertienne (e;);cn. Pour

+o0o

u € L(H), on pose : ||ullps = Z |lu(e;)]|?. On dit que u est de Hilbert-Schmidt
i=0

si ||u|lzrs est fini. On note HS(H) ensemble des opérateurs de Hilbert-Schmidt.

(a) Soient uw € L(H) et (fj) une (autre) base hilbertienne de H. Vérifier la for-
mule =Y (u(es), f;)? = [lullFs.
irj

(b) En déduire que, pour u € L(H),

— [l [zs = llullgs ;

— |lu||zs ne dépend pas de la base hilbertienne (e;) choisie.
(c) Montrer que HS(H) est un idéal bilatere de 1’algebre L(H).
(d) Montrer que tout u € HS(H) vérifie ||u|| < ||ul/ms.
(e) Montrer que (HS(H), ||.||ns) est un espace de Banach.
(f) Montrer que Lo(H) est un sous-espace dense de cet espace de Banach.

)

(g) En déduire que les opérateurs de Hilbert-Schmidt sont compacts.

Exercice 6. (Espace de Bergman) Soit €2 un ouvert de C. On note H(£2) 'espace
des fonctions f : 2 — C qui sont holomorphes et de module au carré intégrable.

1
(a) Montrer que, si le disque D(z,7) est inclus dans Q, |f(2)|* < — |£]2.
T JD(zr)
(b) En déduire que, si K est un compact inclus dans €2, il existe une constante
ck telle que : sup | f| < cx 1l z2(0)-
K

(c) Montrer que (H(f2), ||.||z2(q)) est un espace de Hilbert.

(d) Décrire H(C).

(e) Maintenant, on s’intéresse au cas du disque unité : Q = D. Montrer que les
n+1 .

fonctions ey, : z — {/ ——2", n € N, forment une base hilbertienne de H (D).
™

(f) Démontrer la formule :

¥f e H(D), VzeD, f(z):/f(M)Qd)\(w),

p (1 —wz)

ot X est la mesure de Lebesgue sur R? = C.



