SORBONNE UNIVERSITE PREPA AGREG 2020-21

TD d’analyse 5 : exercices d’intégration

Exercice 1. Vrai ou faux?
On note (X, A, 1) un espace mesuré quelconque. On munira toujours R de sa tribu
borélienne et de la mesure de Lebesgue.

(a) Si (An)nen est une suite décroissante d’éléments de la tribu A, alors
(MpenAy) = lim p(Ap).
n—-+o0o

sin x

(b) La fonction f : 2 est intégrable sur |0, +-o00].

(c) Soit f: Ry — R, une fonction continue et intégrable. Alors liIJIrl f(z)=0.
T—>1+00

(d) Soit (fn) une suite de fonctions intégrables sur R telle que (f,,) tend vers 0
presque partout. Alors lim / fn(x)dx = 0.
n—oo R
(e) Soit (fy,) une suite de fonctions mesurables sur X qui converge presque partout

vers une fonction f et telle que la suite (|| fn||z») est bornée pour un certain
p > 1. Alors f définit un élément de L”.

Exercice 2. Soient (E1,B) et (Eg,B2) deux espaces mesurables. On considére
Pespace produit (E, B) avec E = Ey X Ey et B =B ® By. On pose

B, ={Bx Ey/ Be€ B}.
(a) Montrer que B} est une sous-tribu de B.

(b) Soit F': Ej x E3 — R une fonction B-mesurable. Montrer que la fonction F
est Bj-mesurable si et seulement s’il existe une fonction mesurable f : £y — R
telle que F(z1,z2) = f(x1).

Exercice 3. On se place sur R, muni de la tribu borélienne, et on considére deux
mesures sur cette tribu : la mesure de Lebesgue A et une mesure de probabilité pu.

Pour tout réel ¢, on note fi(t) = / etdu(x).
R
(a) Montrer que fi est bien définie et continue sur R.

1 /7
(b) Montrer que, pour tout réel T > 0, on a oT /Tﬂ(t)dk(t) = /RJ(Tx)d,u(m),

ouo(x) = T s #0eto(0)=1.
x

1 T
(c) En déduire existence et la valeur de lim — / A(t)dA(t).
T—+00 2T J_p

(d) Vérifier le résultat en traitant le cas oul p est la mesure de Dirac en 0.



Exercice 4. On se place dans I'espace euclidien (R", ||.||), muni de sa mesure de
Lebesgue A, et on se propose de calculer le volume V,, de la boule unité.

(a) Démontrer la formule / e_H“”2d)\n(x) =7z,

n

(b) Montrer que si f est une fonction mesurable positive sur R", alors

+00
fdr, = /0 An({z € R/ f(z) > t})dt.

R

(c) En déduire : /

n

1
e 11917, (2) :Vn/ (—Int)Zdt.
0

0|3

(d) Montrer que V,, =

VIS| Ny
_|._

T(Z+1)

Exercice 5. On note (.,.) le produit scalaire canonique sur R". Montrer que si
ﬂ-n
A est une matrice symétrique définie positive, alors / e {ABT) gy = 1/ ot A"
n e

Exercice 6.

(a) On suppose que f et g sont dans L*(R?). Montrer que la convolution f * g
définit une fonction continue sur R, vérifiant

1f * glloe < 1fll2llgll2

et tendant vers 0 a 'infini.
Indication : CO(R?) est dense dans L*(RY).

(b) On suppose que f et g sont dans L'(R?). Montrer que f * g est bien défini
comme élément de L*(RY), avec

1+ glly < I allglls-

(¢) On suppose que f est dans L*(R?) et g dans L*(R?). Montrer que f * g est
bien défini comme élément de L*(R?), avec

1S+ gllz < [ 12llgll2-

Indication : écrire | f| = ]f|%|f|% et se ramener au cas précédent.
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Etant donnée une fonction f continue et bornée sur R, on considere la convolution
u(t,x) = (K * f)(x), pour x € R et t > 0.

Exercice 7. Pourt > 0 et z € R, on définit le noyau de la chaleur : Ky(z) =

(a) Montrer que u vérifie sur R% x R I’équation de la chaleur dju = 0, u.
(b) Montrer que, pour tout z € R, u(t, z) tend vers f(x) quand ¢ tend vers 0.

(c) Montrer que la convergence est uniforme sur les compacts.



