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TD d’analyse 2 : fonctions d’une variable réelle

Exercice 1. Soit f : R — R une fonction continue et périodique. Prouver que f
est uniformément continue.

Exercice 2. On définit une fonction f: R — R en posant
— f(z) =1/qsix=p/qavecp € Z, ¢ € N*, pged(p,q) = 1;
— f(x) =0 si z est irrationnel.

Démontrer que f est continue en un point x si et seulement si x est irrationnel.

Exercice 3. Pour z € R*, on pose f(z) = ]a:\% sin(1/z). Montrer que f admet un
prolongement dérivable sur R tout entier. Ce prolongement est-il lipschitzien ?

Exercice 4. Soit  : R — R la fonction définie par §(z) = exp(—1/x) si x > 0 et
f(x) = 0 sinon. Montrer que 6 est de classe C*.

Exercice 5. Soit f :Ja,b[— R une fonction dérivable. On suppose que f’ admet
une limite finie en a. Prouver que f se prolonge en une fonction dérivable sur [a, b[.

Exercice 6.
(a) Prouver que la fonction f: x — In(1 4 €) est convexe sur R.

(b) En déduire la formule suivante : pour tous réels strictements positifs a1, . .., a,
et bi,...,by,

(ﬁ(ak + bk)) " > (ﬁ ak) ” + (ﬁ bk) ’ .
k=1 k=1 k=1

Exercice 7. Soit f: Ry — R une fonction positive, majorée, deux fois dérivable
et telle que f” > f.

(a) Prouver que f est décroissante.
(b) Prouver que f et f’ tendent vers 0 en +oo.

(c) Démontrer que pour z € Ry, f(z) < f(0)e™ ™.
Indication : on pourra étudier la fonction g : x — (f (x) + f(x))e™".



Exercice 8. (théoremes de Dini) On considére une suite de fonctions continues
fn :[a,b] = R qui converge simplement vers une fonction continue f : [a,b] — R.

(a) Donner un exemple ou la convergence n’est pas uniforme.

(b) On suppose ici que chaque fonction f,, est croissante. Prouver que la conver-
gence est uniforme.

(¢) On suppose maintenant que, pour tout x € [a,b], la suite réelle (f,(x)) est
croissante. Prouver que la convergence est uniforme.

n—1

n
Exercice 9. Evaluer nglfoo kz_o [ERE apres avoir justifié I'existence de cette

limite, évidemment.

Exercice 10. Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C*. Pour chaque entier

i € [0,n], on pose z; = a+i

n

(a) Méthode des trapeézes : on considere la fonction ¢ : [a,b] — R qui est affine
sur le segment [z;_1, x;] pour tout i € [1,n] et vérifie ¢(x;) = f(x;) pour tout
indice i € [0,n]. Calculer 'intégrale de ¢ et prouver qu'’il existe une constante
C dépendant de a, b et f telle que

[=[d=%

(b) Méthode des points milieux : on considére une fonction ¢ : [a,b] — R qui
est constante a la valeur f((x;—1 + x;)/2) sur Uintervalle |z;_1, z;[, pour tout
i € [1,n]. Calculer 'intégrale de ¢ et prouver qu’il existe une constante C
dépendant de a, b et f telle que

[

Exercice 11. Soit ¢ : R — R une fonction continue et T-périodique. Montrer
que pour toute fonction f : [a,b] — R continue par morceaux :

1

HmT/abf(t)@(nt)dt - (/OTgo) (/b f> |

lim

Indication : on pourra commencer par traiter le cas ou f est constante.

Exercice 12. Soit f : [1,4+00[— R une fonction continue telle que l'intégrale

e ()
f(t)dt converge. Prouver que, pour tout a > 0, l'intégrale / 1a dt
1

1
converge.



