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TD4. Formule de Cauchy et conséquences.

Exercice 1. Calculer les intégrales :

e? dz
lz]=1 # |z]|=2 # +1

Exercice 2. Montrer que la fonction f : z —

sur Vouvert Q = {z € C/0 < |z] < 1}.

5 n’admet pas de primitive holomorphe
22—z

Exercice 3. Soit 2 un ouvert connexe de C.

(a) Soit f une fonction continue sur 2, holomorphe sur Q\R. Montrer que f est holomor-
phe sur Q.

(b) On suppose maintenant que  est symétrique par rapport & axe des réels et on note
Q4 = {z € Q/Im(z) > 0}. Soit une fonction f continue sur Q4 U(Q2NR), holomorphe
sur Q4 réelle sur Q NR. Montrer que f admet une unique extension holomorphe a

Q.
Exercice 4. On note Log la détermination principale du logarithme sur C\R_. On
définit une fonction f sur C\R_ par
L
flz) = 10g(z) siz#1 et f(1)=-1.
—z

(a) Montrer que f est holomorphe.
(b) Pour € €]0, 1], on note D, = {z € C/ |z — 1| <1, |z| > €}. Soit 7. un paramétrage de

0D, dans le sens direct. Calculer / f(z)dz.
Ve

/2
(¢) En déduire la valeur de I = / In (cos 0) df.
0

Exercice 5. Soit f une fonction entiere.

(a) On suppose que pour tout z € C, f(z+ 1) = f(z+14) = f(z). Montrer que f est
constante.

(b) On suppose que la partie réelle de f est bornée. Montrer que f est constante.

(¢) On suppose qu’il existe une constante C' et un entier positif p telle que, pour tout
z€C, |f(2)] <C(1+ |z|)’. Montrer que f est un polynéme de degré au plus p.

Exercice 6.

(a) Soit f une fonction holomorphe sur D(0,1), non constante, continue sur D(0,1) et
qui est de module constant sur 9D(0,1). Montrer que f s’annule sur D(0, 1).

(b) Soit f une fonction holomorphe sur D(0, 1), continue sur D(0,1) et dont la partie
réelle est constante sur 9D(0,1). Montrer que f est constante.




Exercice 7. On travaille sur H = {z € C/Im(z) > 0}. Soit f € O(H), continue et bornée
sur I'adhérence H de H. On note M le supremum de |f| sur 9H. On veut montrer que f
est bornée par M sur le demi-plan supérieur H.

(a) Montrer que si f tend vers 0 & linfini, alors f est bornée par M sur le demi-plan

supérieur H.
(=)

(b) Dans le cas général, considérer la fonction g : z — ) n € N, et montrer que f
i+z

est toujours bornée par M sur HL.

Exercice 8. Une fonction E : D(0,1) — C est dite unitaire si elle est holomorphe sur
D(0,1), continue sur D(0,1) et de module 1 sur 0D(0,1).
(a) Soit F une fonction unitaire non constante. Prouver que E a un nombre fini non nul
de zéros et que |E| < 1 sur D(0,1).
z—
(b) Prouver que si a € D(0,1), E, : 2 — 1
(c) Prouver que les fonctions unitaires sont, & une constante multiplicative pres, les pro-
duits finis de fonctions de type E,, a € D(0,1).

a .
— est unitaire.
Z



