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Exercice 1.
(a) (i) Cours.

[e.e] eﬂ-
(ii) e =e" e " = Z E(z — )"
n=0

(b) (i) La fonction z — (cos z)® est holomorphe sur C, qui est convexe (donc
simplement connexe) : le théoreme de Cauchy assure que son intégrale
le long de tout lacet est nulle. La réponse est 0.

(ii) L’intégrande admet cette fois une singularité, donc on pense aux résidus...
mais on reconnait la formule de Cauchy pour la fonction holomorphe
2+ (cosz)® en z = 0. La réponse est donc 2im (cos0)® = 2i.

(iii) On applique le théoreme des résidus & z — (cos z)® /22, holomorphe hors
0. Par DL de cos, on trouve en 0 :

(cosz)’  14+0(z%) 1
- 2

2 = ;"’—0(1)7

z z
donc la singularité en 0 est (un pole d’ordre deux) de résidu 0. La réponse
est donc 0.

(¢c) (i) Cours.

oo
(ii) On peut écrire sur tout C: f(z) = Z anz", avec des coefficients donnés

n=0
(n)
par a, = ' ) . L’inégalité de Cauchy a I’ordre n > k donne pour tout
n!
R>0:
lan| <R sup |f| < e R7"(1+ RF).

C(0,R)
On peut faire tendre R vers 400 dans le membre de droite pour trouver
an, = 0 pour n > k. Ainsi, f est un polynome de degré au plus k.

(d) (i) Cours.

(ii) Le principe du maximum montre que le sup est atteint au bord du
disque, donc sur le cercle unité. Or si |z| =1, zz2 =1 et

2241 2(2 +1i2) 12 —iz|
2 — iz 2 — iz |2 —iz|

= ||

Donc le sup vaut 1.
(e) (i) Cours.

(ii) Par inégalité triangulaire, pour |z| = 1, | =222+ 24+ 1| <4 < 5 =
|52°]. Le théoréme de Rouché montre alors que les polynémes complexes
52°—222+2+1 et 52° ont le méme nombre de racines, avec multiplicité,
dans le disque unité, soit 5 (vu le second). Comme 52° — 222 + 2 + 1
est de degré 5, cela veut dire que toutes ses racines sont dans le disque
unité.
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Exercice 2.

A. Sur la droite réelle.

(a)

(d)

()

(f)

(g)

sin(at
sinh(t)
voit qu’elle tend vers a en 0) et bornée globalement par 1/sinh(¢) qui décroit
exponentiellement donc est intégrable pres de I'infini. Donc l'intégrale existe.

La fonction ¢ + est continue sur R’ , bornée pres de 0 (par DL, on

Essentiellement, on obtient le rectangle de sommets —R, R, R + 2iw, —R +
2¢m, dans le lequel on a croqué deux petits demi-disques centrés en 0 et 2im.
Attention a ’orientation de chaque morceau.

Un petit changement de variable dans la seconde intégrale ci-dessous donne

- R eiat —€ eiat R ezat e—wt
L+1 = dt dt = ——dt
1t h /E sinh(t) + /R sinh(t) /E sinh(t)

et ceci tend vers 2iF'(a). Comme fq(2im +1t) = e~ 2™ f,(t), on peut procéder

de méme pour trouver que I + I tend vers 2ie” 27rC‘F( ).

(i) sinh(z) s’annule quand e = e%, soit €* = 1, i.e. z € inZ. Ainsi, la

fonction proposée est holomorphe sur le disque épointé D’(0, 7). Comme
sinh(z) ~ z en 0, elle reste bornée pres de 0, donc la singularité en 0
n’est qu’apparente et en fait la fonction se prolonge en une fonction
holomorphe sur D(0, 7). En particulier, elle est holomorphe et bornée

sur le compact D(0,1), par une constante c.
Ts Tez't

(ii) Convergence dominée sur l'intégrale / e’ gt La question

7, sinh(re')
(i) montre que, pour r < 1, 'intégrande est dominé par ce®. Et sa limite
quand r — 0 est 1 (utiliser z/sinh(z) — 1 quand z — 0). Donc la limite

de l'intégrale est T — T7.
™
(iii) La question (ii) montre que I3 = / falce™)icedt tend vers im. Avec
0

la relation f,(2im 4+ t) = e 2™ f,(t), on voit de méme que I3 tend vers

e 2,

On majore I par la longueur du chemin fois le sup de l'intégrande :

|I4] <27 sup|fal-
Vi

Pour t € [0, 27|, par inégalité triangulaire (inverse),

9|etaR—at ) |a|27
fuR+it)] < — A" ¢

||eBtit| — |e—R—it|| = R — ¢—R"

On voit ainsi que Iy = O(e_R) tend vers zéro. Pareil pour 'autre intégrale.
eia(iw—l-h)

e—[l’ﬂ'

Quand h — 0, on trouve fo(im +h) = — sinh(h) b

. Donc f, admet

en im un poéle simple de résidu —e™".

Soit ¢ le lacet obtenu en concaténant -1, 'opposé de -3, 71, V4, I'opposé de
9, 'opposé de 73, 'opposé de o et enfin I'opposé de 4. On vérifie que le

théoreme des résidus s’applique pour donner / fa = 2imRes(fq,im). Avec les
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questions précédentes (attention aux orientations), on en tire quand R — +00

et e —0:
2iF(a) — 2ie > F(a) — im — e~ ™ %iw = —2ime ",
X?-2X+1 X -1
En posant X = €™, on en tire F(a) = g %7 1+ = gX =y d’ou la
formule.
B. Ailleurs.
(a) Théoreme d’holomorphie sous le signe intégrale. On se fixe 0 < b < 1 et
bt
R > 0. Pour |Im(z)| <bett>1, on domine I'intégrande par %(t)’ qui est
sin

intégrable (~ eV en +00). Pour t < 1 et |z| < R, la quantité sin(tz)/(t2)
est bornée par une constante cp : c’est parce que la fonction w +— sin(w)/w
est entiere donc bornée par cg sur D(0, R). Dans ce cadre, on peut dominer
lintégrande par Rcpt/sinh(t), qui est intégrable sur ]0, 1] (continu en 0). On
en déduit le résultat (b — 1, R — 00).

(b) Le théoréeme permet aussi de dériver sous le signe intégrale :
ot t
o sinh(#)
(c) J = F'(0) = 7%/4, en dérivant la formule de A.g.
me™ —1

(d) La fonction définie par G(z) = e 1 est holomorphe sur U. Par A.g, elle
e

coincide avec F' sur la droite réelle, donc avec F' sur tout 'ouvert Q (par le
principe des zéros isolés). C’est le prolongement voulu.

(e) La relation sinh(iw) = isin(w), l'indication et un changement de variable
donnent

ey [Tsn=it/2) [Tsmb(/2) < At K
F( /2)—/O sinh(t) dt_/o i sinh(t) dt_/o 2icosh(t/2) i’

Avec B.d, on arrive & K = iF(—i/2) = g



