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Durée : 1 heure 30.

Exercice 1
3mi  2mi

Calculer Log (QeT eT> ou Log est la détermination principale du logarithme (en justi-

fiant la réponse).

Exercice 2
Veérifier que la formule F(z) = f0+°° e~ cos(tz)dt, z € C, définit une fonction F holo-

morphe sur C.

Exercice 3
1. a) Déterminer (en le justifiant) ’ensemble A des nombres complexes z tels que cos z = 0.
b) Pour z € C\ 4, on pose K (z) = £22=_ Justifier I'existence d'une suite (b,,) de nombres

réels tels que

+oo
V2 e D(0,7/2), K(2)=)» by2".
n=0

2. a) Pour z € C\ A, on pose H(z) = % B 2z4_7r. Prouver que les quantités H (% — h)
et K (—% — h) ont une limite quand le nombre complexe non nul /~ tend vers 0.
b) Vérifier que H se prolonge au disque D(0,37/2) en une fonction holomorphe H.
c¢) Donner le développement en série entiére de H en 0 et en déduire que b, ~i fj—ﬁ
Exercice 4

1. Soit f une fonction holomorphe qui ne s’annule pas sur un ouvert contenant le
disque unité fermé m On suppose que |f(z)| = 3 lorsque z appartient au cercle
C(0,1). Prouver que |f(z)| = 3 pour tout z € D (0, 1).

2. Soit (f,,) une suite de fonctions holomorphes sur un ouvert connexe non vide 2 de
C. On suppose que (f,) converge uniformément sur tout compact de €2 vers une fonction
f non identiquement nulle. Soit w € 2 tel que f(w) = 0.
a) Prouver que si r > 0 est assez petit, le disque D(w,7) est inclus dans Q et f(z) # 0
pour tout z appartenant au cercle C'(w,r).
b) En déduire qu'il existe & > 0 et N € N tels que pour tout entier n > N et tout
z € Clw,r), |fn(2)| = a.

c) Prouver que, pour tout n assez grand, il existe z € D(w, ) tel que f,(z) = 0.
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. dé 37 27i 17 - 7 .
Exercice 1 & 2¢°T %' = 2¢13im = 2~ 1517 et (2, —%im) € R% x]—m, 7[. Donc Log z =

_ Ing
In2 ol

Commentaires Pour qu’une réponse soit validée a partir de lécriture z = re', il faut

explicitement vérifier que r € R*. et que 0 € |—7, [

Exercice 2 Notons f la fonction définie par f(z,t) = et cos(tz) pour tout (z,t) €
C x R,. Pour tout z € C, f(z,.) est continue, donc mesurable sur R, . Pour tout ¢ € R,
f (., t) est holomorphe sur C. Et lorsque R € R} et z € D (0, R),

Rt~ ogt continue sur R,. De plus, pour ¢ >> 1, Rt — 3 =

La fonction ¢ : t — e
31— Rt™2) = —t3[1 + 0(1)] < —%, donc 0 < p(t) < e /% Donc ¢ est intégrable sur
[0, +00]. Avec le théoréme d’holomorphie sous le signe intégrale, on en déduit que F' est

définie et holomorphe sur U D (0, R) = C.
RER®.

Commentaires La fonction cos n’est pas bornée. Il ne suffit pas d’invoquer le théoréme
sur l’holomorphie des intégrales & paramétre. Encore faut-il vérifier que les hypothéses

sont satisfaites. En général, la seule difficulté réside dans la domination.

Exercice 3 1. a) L’équation cosz = 0 signifie e”* + ¢7%* = 0, soit €** = —1 = ¢,
ce qui équivaut & l'existence de k € Z tel que 2iz = im + 2ikw. Donc A = § + 7Z =
{r/2+km; k € Z}.

b) Les fonctions sin et cos sont entiéres, donc la fonction K = 152

COs

cos ne s’annule pas, i.e. sur C\ A. Comme cet ouvert contient le disque D(0,7/2), K s’y

est holomorphe la ou

écrit comme une série entiére () b,2") centrée en 0. A priori b,, est un nombre complexe,
mais puisque K est holomorphe, b, = K™ (0) = 22X (0) et donc ce nombre est réel
parce que K est réelle sur 'axe réel. On peut ne pas faire intervenir de dérivée partielle
K(y)—K(x)
y—x

récurrence. La différence est de Iordre de la présentation puisque lorsque = € R, %—[; (x)
est précisément et par définition la limite en x* de y — %

2. a) Pour h € C, que cos(m/2 — h) = 1 (e"™/2e" + ¢=""/2e~h) = sinh et, de méme,

sin(m/2 — h) = cos h. Quand C*\7Z > h — 0, on en tire

en remarquant que si x € R, K’ (z) est la limite en 2* de y — puis faire une

i o ~h = #0007 =D =00 =0

2

1 2 2 2 2
H(W h)— +cosh 2 24 0(h)



Utilisant la parité des fonctions sin et cos, on obtient aussi que

)_1—Sin(§+h)_1—cosh %hQ

T
K<___h cos (2 + h) " —sinh 7 =0h) =0

2
b) K est holomorphe sur D (—Z,1)\ {—Z} et le a) montre que K se prolonge continii-
ment par la valeur 0 en —7/2. Grace a un théoreme de Riemann, on en déduit que ce
prolongement continu K de K est holomorphe sur D(0, 37/2)\ {z}.

Puisque z — 4/(2z — ) est holomorphe sur C\{7/2} et K sur C\A ot A = A\ {-2

H est holomorphe sur D(0,37/2)\{7/2} et le a) indique que H se prolonge contintiment
par la valeur 0 en —7/2. Comme ci-dessus, ceci implique que ce prolongement Hde H
est holomorphe sur D(0, 37/2).
¢) Puisque H est holomorphe sur D(0,37/2), H est la somme d’une série enticre (3" a,,2")

sur ce disque :

Vz e D(0,37/2), H Zanz
n=0
Avec b) et le développement en série entiére 2z4_7r = —%% = —% > (2:2”

neN
z € D(0,7/2), on trouve

Ve e DOx/2), A=Y (b _ ff) o

T
n=0

L’unicité du développement en série entiére donne a,, = b, — 2 Z- pour tout n. Comme 7 /2

est dans le disque de convergence de (Y a,2"), (an(7/2)")nen tend vers 0, ce qui donne
b, — 42"

T

= 0((2/m)") et donc ’équivalent voulu.

Commentaires 1b) D’aprés le cours, le développement en série entiére obtenu est va-
lable sur A = D (0,%) car I = dist (0,b(C\A) = dist (0, A). Autrement dit, le rayon de
convergence de () b,2") est au moins 5. Puisque K n’est pas bornée prés de 5 dans A, K

possede une singularité non éliminable en % et ce rayon est exactement 3. En particulier,
(3" b,2") diverge quand z € (C\A)\A et la question de savoir si K (z) est égal & > b2

neN
n’a pas méme de sens.

2a) Cette question est de niveau L1. Les techniques de base concernant les d.l. doivent

étre maitrisées.

1
' f
Comme D(0,1) est un compact de D(0,2), le principe du maximum donne la majoration
>
lr)rg(?i< f‘ mg%‘f‘ < %, puisque | f| > 3 sur C(0,1). D’ou | f| > 3 sur D(0,1).
2. a) D’aprés un théoreme de Weierstrass, f, limite uniforme sur tout compact de

Exercice 4 1. Puisque f ne s’annule pas est holomorphe au voisinage de D(0, 1).

fonctions holomorphes sur €2, est holomorphe. Etant donné que €2 est un ouvert connexe

et que f n’est pas la fonction nulle, on sait grace au principe des zéros isolés qu’il existe



r € R tel que D(w,r) C Q et pour tout z € D(w,r)\ {w}, f(2) #0.
b) Puisque ? (w,r) est compact et puisque |f| est continue strictement positive sur
déf . :

C(w,r), m = Cl(gf'r)|f| = Jnin /1> 0.

Puisque C (w, ) est compact, (f,) converge uniformément sur C' (w, ). Il existe donc
N € N tel que pour tout entier n > N, || f — anC(w,r) <« “ . Lorsque z € C (w,7), on
obtient donc £, (2)] > | ()] = If (=) = fu (2)] = m— |1 = fulloguny = @ > 0.
c¢) Supposons par 1'absurde que pour tout & € N, il existe un entier n > k tel que f, ne
s’annule pas dans D(w,r). On peut alors construire par une récurrence élémentaire une
extractrice ¢ telle que ¢ (0) > N et f,(,) ne s’annule pas dans D(w,r), pour tout n.

Soit n € N. Puisque |f¢(n)‘ > a sur C(w,7), fsm) ne s'annule pas sur D(w,r). Par

continuité, on obtient un ouvert V, tel que D(w,r) C V,, C Q et f,,) ne s’annule pas sur

V... En effet, pour chaque z € D(w, ), on peut trouver p, € R tel que D, = D (2,p.) C

et ‘fsa(n) (w)‘ > % ‘f¢(n) (z){ > 0 lorsque w € D,. L’ouvert V,, = U D, convient alors.
z€D(w,r)

On peut donc appliquer le raisonnement du (1) et obtenir que | fw(n)‘ > asur D (w,r)

et en particulier que ‘ fon) (w)‘ > « . Ceci ayant lieu pour tout n € N, on en déduit par

passage a la limite que 0 = |f (w)| = a > 0, ce qui est absurde.



