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Abstract : Let M be a real analytic manifold, X a complexification of M ,
Q an open subset of M . Using the functor phom of [10] we construct a sheaf

* .
on T X , which extends the sheaf C_, of Sato's microfunctions above @ ,

Calx M
and permits us to define a new analytic wave front set SSQ(u), when u € BM(Q)

is a hyperfunction on @ . If M is a system of microdifferencial equations

J

&
X

: *
and u € &xt (M,CM) we also introduce Ssg’J(u), a closed subset of T X .

Let now N be a submanifold of M of codimension d , Y the complexification
of N in X , and let w be an open subset of N with w € @ . Under a
topological assumption on w and 2 we show how to define for any sheaf F
on M a morphism (in the derived category of sheaves on M) of '"boundary

" . . .
values” , b : RFQ(F)[N > RFw(F) ® wN|M[d] , and we apply this construction

to the case where F = R ﬂme (M,B.). If Y 1is non characteristic for M ,
X

and MY,denotes the induced system by M on Y , we obtain a morphism

R ﬂbmv (M’FQ(BM))IN > R Hbmv (MY ,Tw(BN)) and we prove that if p and w denote
X Y

* * *
the natural maps from Yx T X to T Y and T X respectively, one has the

i X

inclusion SSwY;J(b(u)) c oo mrl

Ssg’J(u), with equality when d =1 , w = N .
Finally we define the boundary value morphism is case Y 1is characteristic,

but M is "regular" along Y .

§ I. MICROLOCALISATION.

Nous suivrons les notations de [10] . Soit X une variété réelle,
T T*X - X son fibré cotangent, Wy 1i faisceau d'orientation sur X . Si
M est une sous-variété de X on note TMX le fibré conormal 4 M dans X
et wy iy le faisceau d'orientation relative.
On note D(X) la catégorie dérivée de la catégorie des faisceaux de groupes
abéliens sur X , D+(X) (resp. Db(X)) la sous-catégorie pleine formée des
complexes 3 cohomologie bornée inférieurement (resp. bornée). On utilisera
le bifoncteur phom , de Db(X)O x D+(X) dans D+(T*X), défini dans [10]
Si A est une partie localement fermé de X , on note ZA le faisceau sur
X porté par A dont la restriction & A est le faisceau constant de fibre
Z , et si F ¢ Ob(D+(X)), on pose FA = Zﬁx & F . On posera aussi

(1.1) uA(F) = u hom(ZA,F)
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*
Rappelons que, X &tant identifié & la section nulle de T X, on a

u.(F); = R, (F) et si A est une sous-variété fermée de X , u,(F)
A |X A A

coincide avec le microlocalisé de Sato de F 1le long de A (cf. [15]).

Soit SS(F) le micro-support de F (cf. [10]). On a :
(1.2) SS (]JA(F)) c SS(ZA) N SS(F)

et plus généralement :
(1.3) $S(u, (F)) = C(SS8(F), SS(Z,))

ot C(.,.) désigne le "cdne normal' (cf.[10 chl]).

Soit M wune sous-variété fermée de X , Q un ouvert de M , j 1'inclusion
~ . . -1 * . .
Q <9 X, j l'inclusion 7 () T X . On a un diagramme commutatif dans

" (T %)

n—‘RI‘M(F) = n—1Rn* pM(F) > p.M(F) > R’}l* ] 1uM(F)
(.
¥ ¥ ¥
n 'Ry, RTy (F) = n R, Hg (F) > yg (F) >RJ, J—‘uQ(F)

§ IT. PROBLEMES AUX LIMITES POUR LES FAISCEAUX.

Soit © un ouvert de X , Q son adhérence, 40 = 0\ Q .

Définition 2.1 : Nous dirons que Q est localement cohomologiquement trivial

(en abrégé : lct) dans X si pour tout x € 3Q on a :

1l
o

@®Rr_ (Z)))
{ 5 X7'x

(2.1)
‘(RFQ (ZX))X

0
N

Exemple 2.2 : Supposons que, localement sur X , Q soit homéomorphe 3 un

ouvert convexe d'un espace vectoriel. Alors Q est lct dans X .

b3
Soit F € Ob(Db(X)). On désigne par F son dual au sens des falisceaux, 1.e
%
(2.2) F =R J(om(F,ZX )

Si Q est un ouvert lct dans X , on montre facilement que
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zZ, z

(2.3) { " f
z-
Q

Soit maintenant M une sous-variété fermée de X de codimension n , N une

R
N

~

sous-variété fermée de M de codimension d . Nous aurons 3 considérer la

situation suivante :

(2.4) {.Q est ouvert et lct dans M

w est ouvert et lct dans N avec we Q.

Le morphisme de faisceaux sur X , Z%:__,Z}— définit alors par dualité un
. W

morphisme dans Db(X)

(2.5) b:Z —sZ ®u

W Q N|M[d] :

+ %
Si F € 0b(D+(X)) on en déduit le morphisme dans D (T X)

(2.6) Hg(®) > u (B Buy ) [d]
qui induit sur la section nulle le morphisme :
(2.7) Rr,(F) > Rr (F) ® wy | M [dl .

ET FRONTS D'ONDES ANALYTIQUES.

. F
§ III AISCEAU CQfX

Soit maintenant M une variété analytique réelle de dimension n ,

X un complexifié de M , OX le faisceau des fonctions holomorphes sur X .

Si A est une partie localement fermée de M nous poserons

(3.1) C uA(OX) ® wy| [n]

AlX X

si A=M C.. est le faisceau des microfonctions de Sato (cf.[I5]).

> Cylx = Cu

Si A = N est une sous-variété analytique fermée de M , CNIX COinCiEi’ a un
facteur wNIM prés, avec le faisceau du méme nom de [19 . Si A =M est un
demi-espace fermé 3 frontidre analytique, le faisceau Gﬁ+[x a déja été
introduit, par une méthode différente, par Kataoka [I11] .

Supposons M = R" et A est conwexe et fermé. On a alors ([IG Cor559])

i U P .
(3.2) H (CAIX (x_52,) %Iiz-} 1y a+) U 5 0y
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oii U parcourt la famille des voisinages ouverts de X dans X = C" , et G
parcourt la famille des cdnes convexes fermés de " ~ B2 dont le polaire
est un voisinage de Cy I1 résulte alors d'un théoréme de Kashiwara
(cf.[15p.276]) que CAiX

et préciser ce résultat.

est concentré en degré O . Nous allons retrouver

Proposition 3.1. Soit A une partie fermée de M , et Q@ = M\ A . Supposons

A localement difféomorphe & un conwexe de R" . Alors
i) CAIX est concentré en degré O .
i) Le morphisme Cy)ylyty > CMlT;X est injectif.
iii) CQIX T;X est concentré en degré O .

Esquisse de démonstration. Par 1'astuce de 1' "adjonction d'une variable

- - n—1 .
muette" , on se raméne au cas ol A = A' x R < R x R , et 1'on travaille

au voisinage de = (x 3 in',1i avec >0
s g d p = (x5 inl, n,) c nnn

Soit T X et T Y deux exemplaires de T € munis respectivement des coordonnées

symplectiques (z,z) et (w,6). On posera z = x + iv, 7 = £ + in , w = u + iv

et aussi z = (z:zn), g = (C',Cn) sy W = (W',Wn)

On utilise la transformation canonique complexe ¢ : (z,7),-»(w,0) définie

pour ¢ # 0 par :

wj = ./t -2 /=1 z. , j <n
W= < z vl > - /:]_2'2
n ? n
<
(3.3) ej = - zj t, » 3 <nm
6 = ¢
- n
n-1 n
~ 2 12 2
oi on a posé z' = ¥ 2z, ,<z,0>= ¥ z.0C. .
j=l ] j=1 ] ]
. -1 . ~ . . .
Soit § = R" muni des coordonnées (s), et soit q, et q, les projections

de X x S et Y x S sur X et Y respectivement. On peut considérer ¢ comme

* *
une transformation canonique entre T (X x S) et T (Y x S). Soit

M

~

N {(w,8) €Y x S ; Re < w—w(s), V-1(-s,1) > <0}
avec w(s) = (=2 /~1s, - /-1 sz)

{(z,8) €EXxS;y=0, x'"=s}
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* *
La transformation ¢ &change T (XxS) et T (Y xS) sur 1'ouvert {nn > 0} .

M
Posons
¢ 2
v
- . > - (—
G wey;v, )}
, 2
G.= {weY;v =2 <v',s>+ 5"}
s n
G = U Gs .
A SEA'
Comme qu* Z = ZA et qu*Zﬁl = ZG (sous 1'hypothése
M N(XxA) N N (YxA) A

que A est fermé et convexe), on obtient que si 1'on quantifie ¢ en ¢p

+
comme dans [10Ch.11] alors QK induit un isomorphisme dans D (Y; {nn > 0})

R

2.0 =0,

Y

@K(ZM) o ZG [n-1],

@K(ZA) ~ Z. [n-1]

A
Les ouverts Y\ G et Y\ GA 8tant pseudo-convexes on obtient :

1
Oy p = 0Dy,

1
(Cy0p = g ©Oy)y

A o
ol v, = m(®(p)). Cec’ achéve la démonstration.
-Im w
n
Y\GA
> Im v
Exemple : ; x, = 0}
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Remarque 3.2. Soit Al et A2 deux fermés convexes de R’ . On a un triangle

distingué :

C >C, 1, ®C
ANAJX T A X T TA X

> C

>
Aua, X

En utilisant la transformation canonique précédente et le fait que 1'enveloppe

d'holomorphie de ch\ (G, UG, ) est "\ ¢
A1 A2 A1f1A2
Proposition 3.1 1ii) est encore valide avec Q = M\(AILJAZ) . I1 semble trés

, on en conclut que la

vraisemblable qu'il en soit de méme pour le complémentaire d'une réunion finie

~ n
de convexes fermés de R .

. . _ *
Conjecture 3.3. Pour toute partie localement fermée A de M, CA|X TMX

est concentré en degré O .

Soit  un ouvert de M , B, le faisceau des hyperfonctions de Sato sur M

= RFM(OX) ® u

M

[n]) . Soit j 1l'injection 9¢ M , J 1'injection
M| X

(1.e. BM

- *
T 1(9)«1 T X . Du diagramme (1.4) on déduit le diagramme commutatif :

/ l \qu,-n

(3.3) —_— H (C C

Remarquons que le faisceau HO(C

M

*
Q]X) est porté par TMX . Du diagramme précédent

on déduit les fléches :

.. o
o j,j B, - mH (CQ|X)

o
B : C > H (CQIX)
Définition 3.4. Si u € j*j—lBM (resp. u € CM) on pose :

SSS2 (u) = supp(a(u))
(resp : supp (R(u)).

*
L'ensemble SSQ(u) est donc un fermé conique de TMX . On a :

(3.4) SSQ(u) > SS(u Q)
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ol SS(u|Q) désigne 1'adhérence du front d'onde analytique de u au-dessus de

Q .

Proposition 3.5. Supposons que Q soit a frontiére analytique réelle. Soit
u € BM(Q) . Alors SSQ(u) est contenu dans la section nulle si et seulement
si u est analytique dans () et se prolonge holomorphiquement a un ouvert
D de X tel que le cdne normal (cf.[ 10]) Cagdi) soit un voisinage de
C

BQ(Q)

Dans un systé@me de coordonnées locales tel que Q@ = {x; x, > 0} , cela signifie

1

que u se prolonge (localement sur 32 ) 3 un ouvert Q= {z; x, > c|Inlz|} ,

|
c > 0 . La démonstration de cette Proposition utilise [10,Prop.2.3.2]Utilisant

le morphisme (2.6), avec F = OX , on obtient aussi :

Proposition 3.7. Soit Q un ouvert de X avec Q < 3 . on suppose § (resp.Q)

lct dans X (resp.M). Soit f € 0(R), b(f) € r(9;B,) sa valeur au bord. Alors

*
SSQ(b(f)) c T\/[X n Ss(z )
) Q
Remarquons que Delort et Lebeau [2] ont obtenu un résultat de ce type

(avec @ = M) dans la situation évidemment plus difficile ol Q n'est pas

. . . 1 —
nécessairement lct , mais f est C sur Q .

Soit maintenant M un module cohérent sur 1'anneau Qx (resp.&x) des opérateurs
différentiels (resp. microdifférentiels) d'ordre fini (cf.[15] ou [1 ], [19]

pour une introduction 3 cette théorie). On a des flé&ches naturelles

. j .-l j -1
a 8xtD (M,J*J BM) > 'rr*H (R¥Hom -1 r M, CQ|X))
X m™ D
. . X
. J J
B &xt& (M, CM) > H (Rfi(’om8 (M’CQIX))

X X
Définition 3.8. Si u € &xt’ M,3 j-lB ) (resp.&xtJ (M,C,,)) on pose :
—_— DX * M 8X M

sSg’j(u) = supp (a(u)) (resp: supp(B(u)).

Remarque 3.9. a) Si u € 8xt% (M,j*j_lBM), alors Sﬁg’J(u) n'est pas nécessairement
X

*
porté par TMX . Par exemple si M = DX/DX.P , 0= {x € r" ; X, > 0} et
siu € BM(Q) vérifie Pu = 0 , un point p = (O,X';Cl,in') avec Rec1 <0
s waM,0 —
SSQ

appartient a (u) si et seulement si, u désignant un prolongement

de u & support dans {xl > 0} , 1'équation Pv = Pu n'a pas de solutions
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b) Si CQIX T;X est concentré en degré O , alors :
MO .

(3.5) SSQ (u) n TMX SSQ(u)

c) On a :

(3.6) ssg’J(u) < 8s(Z ) N char (M),

char (M) désignant la variété caractéristique de M , et SS(ZQ) le micro-

%k
support de ZQ dans T X .

§ IV PROBLEMES AUX LIMITES.
Soit N une sous-variété analytique de codimension d de M,

Y 1le complexifié de N dans X . On note p et W les applications canoniques
* * *
TYe— YXTX 3T X.
P X T

Soit M un 1D

X—module cohérent. On suppose :

(4.1) Y est non caractéristique pour M .
On désigne alors par MY le systéme induit par M sur Y . Le théoréme de

Cauchy-Kowalevski-Kashiwara s'énonce (cf.[19] pour un exposé détaillé)
(4.2) RJComDX(M,OX) |y = RJComDY(MY,OY)

D'autre part Y &tant non caractéristique pour le faisceau F = R.ﬂbmv (M,OX),
X

on a
(4.3) RI‘Y(F) @mle[Zd] uFIY

Soit maintenant Q (resp.w) un ouvert lct de M (resp.N) avec w © Q.

C R = = .
omme FQ(F) RFQQRFM(F) et RFw(F) RFwoRFNoRFY(F), le morphisme (2.7)

composé avec (4.3) donne le morphisme :

(4.4) b : RJComDX(M,FQ(BM)HN - RJComDY(MY,I‘w(BN))

Cette construction de la '"valeur au bord" généralise celles de [16] et [12] .
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.. . j . h]
Proposition 4.1. Soit u € &xtvX (M,BM(Q)) et soit b(u) € &XtDY (MY,BN(w))
sa valeur au bord. Alors :

1) sS ’j(b(u)) co .

M, j
SS

Q (u)
ii) Supposons d =1 , w = N, j = 0 . Alors 1'inclusion précédente est
une égalité jautrement dit :

1

SS(b(u) = o T ss‘g"’(u)

La démonstration de i) utilise le caractére fonctoriel des constructions
(i.e : le morphisme (2.6)). La démonstration de ii) utilise une version du
"watermelon theorem'" de Kashiwara [ 4] (cf.[18] , [71 , ou [3]).

% -
Soit q € TY . Si Zq est une partie de o l(q) N char(M) on posera :

-1

(4.5) MY,Z = ?z (6Y+X 8“_10 T M)p
q P q X
On posera aussi
-1
(4.6) MY,q = @& ® | M)q ,
T D
Y
. _ _ -1 .
autrement dit MY,q = MY,Zq avec Zq = p (q) N char(M). On notera qu et
P les morphismes naturels de &Y q—modules :
q Y
qu
eQ—
4.7) MY,q _p_z_) MY,Z
q

Ces morphismes induisent des applications

J
Z
(4.8) R%ng (MY’q,cwlY,q)é___g R Homg (M, 5 C g )
’q pz Y’q q
q

Proposition 4.2. Soit u € 8xt1J) (M,BM(Q)), et soit b(u)q 1'image de b(u)

dans HJ (R J‘C:ng1 M )))(. Alors

C
Y,q Y, q’ in,q

b(u) =p, o] (b(u) )
) .q Zq Zq q
avec 2 = o T n SSQ’J(u)
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La démonstration utilise un théoréme de division dans C
de [10, Cor.557].

La Proposition précédente signifie grossiérement que les traces de u sur

ul résulte
w|X 1

N sont déterminées, au voisinage de q , par les #Zq premidres d'entre elles,
#Zq désignant le nombre de points ,comptés avec leurs multiplicités, de
Zq .

Les Propositions 4.1 et 4.2 généralisent le théoréme 3 de [17] .

Remarque 4.3. On a un morphisme canonique (obtenu en utilisant (2.6) et[10,

Prop.2.3.5]1)

(4.9) Ro, @ | C_ o > C

QX = Tw|Y

Si N est une hypersurface, et 4w = N, il semble (nous n'avons pas vérifié
-1

. s . o .
ce point en détail) que le faisceau H (Rp, @ ) ne soit autre que le

faisceau 6N[M+ des "mild microfunctions' de Kataoka [11] .

Remarque 4.4. Appelons (-réguliers en p les 8X-modu1es M tels que 1'ap-

~ ] el e . .
e My 3,3 CM)p soit injective

plication HO(R J(‘om&X(M,CmX))p -+ Hom .

(c£.[17] ,[1] pour des cas particuliers de cette définition). Nous donnons

avec G. Zampieri [2]] des critéres de @-régularité.

Remarque 4.5. Quand Y est caractéristique pour M , mais M est '"régulier

le long de Y

Posons M* =R HmeX(M,DX) [dim X] et supposons que (M*)Y = DY . X &bém*

, on peut encore définir un morphisme de ''valeurs au bord" .

soit 3 cohomologie cohérente sur DY . Supposons aussi que le morphisme

R ﬂmeX(M, RP[Y](QX)) + R ﬂmeX(M,RFY(OY)) soit un isomorphisme. On construit
alors facilement grdce 3 (2.7) un morphisme :

Kk
(4.10) b : R ﬂbmv (M,PQ(BM))| -+ R Xbmp (MY ’Fm(BN))
X N Y
Kk * % .
ol 1'on a posé MY = ((M )Y) . Remarquons que si Y est non caracté-

ristique, ou encore si M est holonome régulier, M est régulier le long de Y .
Malheureusement il semble que (4.10) ne coincide pas avec le morphisme

de valeurs au bord de Kashiwara-Oshima [ 8 ] (cf. aussi [14] , [13] )

défini quand Y est une hypersurface, M = %:/D)(P , et P est "fuchsien'
le long de Y .
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Remarque 4.6. L'étude microlocale des problémes aux limites a commencé avec
les notes [ 5] de Kashiwara-Kawai. Outre [17],[18] et [I1] signalons le récent

travail de Oaku [13]

Remarque 4.7. Dans [2] Delort et Lebeau considére aussi des variétés
Lagrangienne singuliéres et 1'on pourrait quand Q est un demi-espace définir

SSQ(u) pour leurs méthodes.
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