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1. PRELIMINAIRES

En ce qui concerne la théorie des équa-
ticns aux dérivées partielles. nous suivrons les
notations de HirmanDEr [3].

En ce qui concerhe Ia théorie des espaces
vectoriels topologiques nous suivrons les no-
tations de GRoTHENDIECK [2].

Nous renvoyons en particulier &. ce livre
pour Ia définition (et les propriétés) des espaces
28298 29

Nous placerons notre étude dans R" ou
son complexifié C*,

On désignera par K (par ) un compact
(un ouvert) de 'un de ces espaces.

On désigners, par @ le faiscesu [1] des
germes de fonetions analytiques (3 valeurs
complexes) sur R".

Si O est un ouvert de C* on désignera
par H(Q)) l'espace des fonetions holomorphes
sur £ muni de sa topologie naturelle d’espace
de Fréchet.

2. FONCTIONNELLES
ANALYTIQUES. HYPERFONCTIONS

Soit X un compact de R®. On munit
'espace a(K) des fonctions analytiques au
voisinage de K de la topologie:

- lim
a(K) = —— H(Q
X 05K @)
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ol 9 parcourt la famille des voisinages ouverts
de K dans C*. C'est un espace du type D¥S
et H(C™) est dense dans a(K). Soit X un
ouvert ou un fermé de R”. On muni Vespase
a(X) des fonctions analytiques au voisinage
de X de la topologie:

Hm

o) = e @)

THortum 2.1. [7].
On a un fsomorphisme veclorsel topologigue

_]'i_nl_.). H(Q)

«X® = oo%

o) Q parcourt la familie des votsinages ouverls
de X dans C"

En particulier le premier espace est ulira-

‘bornologique et réflexiy.

L'espace @'(X) ofidentifie & 1'espace
x'!‘x- a (X) (Ia réunion est prise dans H'(C™).

C’est un espace 2 4.

DxrmvrrioN 1.1.

On appelle fonchionslles analyliques sur
R" les élémenis de

a' R KLL a' (K).

'St uea’(B") on dit que u esi porlable par

un compact K & u provient de o’ (K).
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Taforivm 2.2, [5]

Boit uea’ B, us< 0. Il existe wn plus
petit compact qus porte u. On Vappelle le support
de u et on le nots o(u).

Il est immédiat de véifier le résultat
suivant qui nous sera utile. Soit u ea’(R"),
Kun compact de R®. Supposons que:

efn) ¢ K
alors il existe une suite (f,), avec:
f, e H(C")
f, tend vers 0 dans a(K)
<u, £;> ne tend pas vers 0.
Nous désignerons par B lo faisceau des

germes d’hyperfonctions sur R®. Ce fais-
ceau est caractérisé par le théordéme suivant:

TaforfME 2.3. [8].

1) Le faisceav B est flasque (i. e.: les
opérations de restrictions sont surjectives).

2) Pour twi compact K de R®
I'z(R", B) = a'(K).

(Bi F est un fermé d'un ouvert 0 de R®
Ty(Q, B) désigne l'ensemble des sections de
B sur @ & support dans F, On pose I'n(Q, B) =
= B(@).)

8i @ est un ouvert borné de R” il résulte
du théoréme. précédent que lon a un iso-
morphisme:
@’ (1)
a’ (80)

Le faisceau B a en outre les propriétés
ci-dessous.

B o ———-

TrEORIMB 2.4. [6].
p
Soit Q un ouvert de R", F = U F; des

i=1
Jermés de Q, Telp(Q, B). Il eziste T; e Ty,
(@, B) avec:

Nous avons défini en [9] Ia notion de
faisceau d’ultra~distribution.

" An. Acad, bredll. Citne, (1071), 43 (1).
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TrforiMeE 2.5. [9].

Soit ¥ un foisceau d'ulira-disiribuiion
sur R®. C'est un sousfaisceau de B.

On pourra consulter [10] pour un exposé
détaill§ de la théorie des hyperfonotions.

3. THEOREME DE
CAUCHY-KOWALEWSKI

Soit 2 un ouvert de C®, & un point de 0
de coordonnées (ay,..., a.,,) On désigne par
0. Vintersection de 9 et de T'hyperplan com-
plexe d'équation z, = a;, On désigne par
H(ﬂ.) l’espace des fonctions holomorphes au
voisinage de 9 dans @ et par H(ﬂ.) Vespace
des fonctions holomorphes dans Q. (fonetions
de “n-1 variables”). Scit P(z, D,) (on écrira
sussi P pour Pz, D,)) un opérateur différentiel

(inéaire, en-a% G=1...n) & ooefficients
holomorphes dans & et d’ordre m.

TaforiuE 3.1. (Cauchy-Kowalewski),

On suppose gue le coefficient de D.
dans P ne s'annule pas au voisinage de Q.
Pour tout geH(Q) ,hieH(Q) G=1...m)
le sysiéme

(&)

a une ef une seule solution feH(QY).

La démonstration de ce théordme (cf.
(3)) donne la précision suivante qui .nous sera
utile:

TadorivE 3.2.

Plagons-nous dans les hypothéses du théo-
réme 3.1. Pour lout compact K de Q. i1 existe
un voisinage ouverl w de X, un e > 0 fel que:

Vg« H(C"), Vb, ¢C avec |a, — by <e le sysieme:
P=g l
=0 i=0....m—1[

G une solution el une seuls feH(w).

THED

Le théordm
dang le réel. T
plexe’” par ''réel
lytique”.

Soit K un
On désigne par
analytiques au
Soit v, lapplica:

fl—_

qui envoie a(K)

Y

Le théoréme 3.
est un opérater
analytiques d’orc
K, et & le cosl
Pas au voisinag

f
a(K) -
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graphe fermé ce s
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Le théoréme 3.1. peut aussi-s’énoncer
dang le réel. Il faut slorg remplacer ““com-
plexe’” par “réel” et “holomorphe’” par “ana-
lytique”.

Soit K un compact de B°~' X {0}.
On désigne par a(K) l'espace des fonetions
analytiques su voisinage de K dans R™..
Soit v, Vapplication

f1—f|R* ! x {0}
qui envoie a(K) dans g(K). On pose:

3 i
'Yi=7oo(E'

m—1

¥ = (¥imo
Le théordme 8.1. entratne que &i P(x, D)
est un opérateur diiférentiel & coefficients
anslytiques d’ordre m défini au voisinage de
K, ot ai le coefficient de D], ne &’annule
pas au voisinage de K, l'application

fi— (P, ~(f))
a(K) —a(K) X aE)™

est un isomorphisme. D’aprés le théoréme du
graphe fermé ce sera un isomorphisme vectoriel
topologique. Par transposition on en déduit:

TeadoritME 3.8.
Sous lss hypothdses précédentes I'application
“r(K) X E’CK)"‘ _+‘r(K)

m—1

@ @) > (o + E wod)

ésl un isomorphisme.

(3, désigne la i-idme dérivée de la masse
de Dirac & l'origine de la droite

@ ...,0) X R dans R").
[

a-—-1

4, THEOREME DE HOLMGREN

Nous allons étendre les résultats déve-
loppés par HORMANDER dans le chapitre
5 § 3, de son livre (3) .au cas des hyper-
fonctions.

Ievus 4.1.

Soit @ un ouvert de R", P(x, D,;) wn opé-
rateur différentiel d'ordre m & coefficienis analy-
tigues dans Q et uea’(Q). On supposs que le
coefficient de Dy dans P(x, D) ne &annule
pas dans Q el gque pour un ceR

O'(P(X, D)u) ng, = g

ou
g, =an {x., < c}.
Alors
ofu) N Q, = 2.
Démonstration.

Raisonnons par labsurde. On peut
supposer @ borné, le coefficient de DY égal
3 1, les coefficients de P analytiques au voisi-
nage de @ et

0eofu) = {x, > 0}
( o(P(x, D)u) < {x, > 0.
Soit BT l'ensemble:
BY = {xeR"|d(x, 2 N {x, = af) <&}

ol d est la distance euclidienne de R®,

Il résulte du théordéme 3.2. que e, > 0,
e > 0tel que' ¥ @ < a, le problame de
Cauchy

*P(x, D)g = f
Di€laama=0@ = 0,...,m—1)

& une solution g e g(B) pour tout feH(C")
(*P désigne le transposé de P). En découpant
u en somme de fonctionnelles analytiques
i. e.: en appliquant le théordme 2.4.) on
peut supposer

ou) € B ng
o(Px, Du) = K € {x, = -;-] ne

Soit alors (f)p, ¢ H(C") une suite telle que
f, tend vers 0 dans &'(K)
<u, ;> ne tend pas vers 0.

An, Acad. brasil. Cidno., (1871), 43 (1).
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Soit g, ls solution du probléme de Cauchy:
*Plx, D) g, = f; ]
Diplzmep=0G=0,...,m-1)

On a
g ¢ o (B

et il résulte du théordme du graphe fermé
que g, tend vers 0 dans a(K). Donc

<u,f,» = <u, 'P(x, D)g,> = <P(x, D)u, >
tend vers 0, ce qui est contradictoire.

Lenwm 4.2,

-Soit 0 un owvert de R® e¢ P(x, D} un
opérateur différentiel vérifiant les hypothdses du
Jemme 2.1. Si ueB(Q) vérifie: '

Pu = 0 dans Q, = nn{x,,<c}
pour un ceR. e & oc(u) N Q, est relativement
compact dans @ on @ u = 0 dans O,

Démonstration.

Soit L = of(u) N @,. D'aprés le théordme
2.4. on peut éerire:

u=v+w
vea'(l), e(wNQ, = 2.
Il suffit alors d’appliquer le lemme 2.1, 3
v. On constate alors que toutes les démons-
trations des théorémes du paragraphe 5.3.

de (3) sont basées sur des changements ana-
Iytiques de coordonmées et =’étendent done

(le Jemme 4.2. remplagant le lemme 5.3.2.
de (3)) su cadre des hyperfonctions. Nous
n’énoncerons. que deux de ces théorémes.

Taforinm 4.1, (Théordme de Holmgren).
'Soit o une fonction & valeurs résiles de
classe O sur Q@ of P(x, D) un opéraievr diffé-
rentiel d’ordre ™ @& coefficienis analyliyves sur .
Soit x, un point de 2 o
[Pa(x, Grad e(x.)) # O.
Ii exisle un voisinage Q' de x, el que les condi-
{ions:
ueB@), Px, Du = 0, -
u = Odaml’ouvert{xenlqo(x)>p(x.,)}
entratnent u = 0 dans &',

An. Acad. brasil. Ciene,, (1871), 43 (I).

TaforkME 4.2.

Soit O, of Qg deux ouverts convezes de R™
avec Oy S Qy et soit P un opéraleur ds'ﬂérenﬁsl
& coefficients consianis lsl que iout hyperplan
caractéristique pour P qui renconire Qg ren-
conire @, Les conditions ueB(@), Pu =
= 0 u|91 = () enirainent u = 0 dans Qs

5. OPRRATEURS HYPERBOLIQUES

Dans co paragraphe les opérateurs diffé-
rentiels considérés seront & coefficients cons-
tants. Scit N le veeteur (0, ..., 0, 1) de R".
Reppelans quun opérateur homogine P d’ordre
m est hyperbolique pour N si:

Le coefficient de D, dans P est non nul
. e: P(N) = 0);

P 4 #N) = 0 n’a que des racines en
r réelles pour £ e R",

On désignera par H 'hyperplan x, = 0, par |

H*' et H™ les demi-espaces ouverts:
Ht = {xeR® [z, > 0,
H™ = {zeR" [z, < 0},

par Bt ot B~ lours fermetures. On designers,

conformément aux notations du paragraphe 3
par & le faisceau des fonctions analytiques sur

H, par v, I'application
fl—{|H

et par v l'application:

( ( 3 iym—1
Y= %©° ';E').)i-, .
- o5t une application linéaire continue de a(H)
dans a(H)™.

TeforitME 5.1.

Soit P un opérateuvr différentiel d’ordre m
A coefficients constanis, et N vn pecteur de R"
non caracléristique pour P (on peut prendre N' =
= (0,.... 0, 1)). Les assertiogs suivanies
sont éguivalentss:

1) Pn, cst hyperboliqus pour N.

2) P a une solulion élémeniaire ulira-

distribution & support dans un cine
convezs T condenu done HY U {0},

THEOE

3 P a um
jonction 1
vexe I' c¢

4) P a une
Jonction

&) Le probli

{Pf
+({)
a une 8

g ealE
6) Le probli

{ Pf
()
a une s
g ¢ a(R"
Démonstratio
L’implicatior
[0]. L’/implicati
réme 2.5. 4)
3) et 4) = 3) rés
corollaire 5.3.2..
tion 5) dans laque
D’aprds I'unicité
de Cauchy &5} of
Vagsertion Py, esl
P,, est hyperboliy
5), c’est que 1)
ou 6) entraine:

7) Le probl

|

a une solution f ¢
11 suffit dor

7= 1)
Démonuirabic

Soit E Ia |
support dans le
obtenue & parti
de 0. On a:

d(ﬁ) c




{8 convezes de R®
frafeur diﬂ'émuisz
e tout hyperplan
renconire {lg rem~
ueB{@y), Pu =
u = 0 dans Q.

RBOLIQUES

opérateurs diffé-
coefficients cons-
<eey 0, 1) de R,
nmogéne P d’ordre
si:
ins P est non nul

e des racines en

lan x, = 0, par
ouverts:

> o},

< o},

8. On designera,

du paragraphe 3
3 .analytiques sur

iy m=--1
)R
fmg

rontinue de a(H)

rentiel d’ordre m
m vecteur de R®
sut prendre N =
riioys suivanies

our N.
lémeniaire ullra-

' dang un cone
dans H* U {0).
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8) P a une solulion élémeniaire hyper-
fonction & support dans un cone con-
vexe T contenu dans H U {0}

4) P a une solution élémsniaire hyper-
fonckion & support dans b

&) Le problime de Cauchy

511
vf) = h

a une solution f e a(Y) pour tout
g ea(HY), h ¢ @GH))™.

@) Le probléme de Cauchy
bo 2
¥f) = h

a une solulion f ¢ @ (R") pour foul
g ¢ a(R"), h e (G(H) )™
Diémonsiration.
L’implication 1) =>2) est démontrée dans
[9]. L'implication 2)=»3) déecoule du théo-
réme 2.5. 4) est un affaiblissement de
3) et 4) = 3) résulte du théoréme 4.2. (cf. (3),
corollaive 5.8.2.). Désignons par 5) I'asser-
tion 5) dans laquelle H* est remplacé par H™.
D’aprés I'unicité de la solution du probléme
de Cauchy &) et §) entrainent 6). Comme
P’assertion Py, est hyperboliyus pour N entralne
P, eat hyperboligue pour —N, i 1) entraine
6), c’est que 1) entratne 6). D’autre part 5)
ou 8) entraine:

7) Le probleme de Cauchy
[ Pf =0
v =h

@ une solution £ ¢ a(H) pour tout h « 3(H)™.

1 suffit donc de démontrer 3) = §) et
D=1

Démonstration de 3) =» 5).

Soit E la solution éléx‘n;.entaire de P A
support dans le c¢one I' et E I’hyperfonction
obtenue & partir de E par symétrie autour
de 0. On a:

PE =3

o) —rcH" U {0}

s u ea’(BH), a(fl «+ W) NH' est bomé. On
peut done écrire d’aprés le théoréme 1.4.:
Esu=v++v
8ves
vea(B™), v« B®Y, ov) NH = 2.
Done
u='"PEs+u) ="Pv +w

ot v e a’(HY), wea’ (H). D'aprds lo théo-
réme 3.8. on peut écrire de manidre unique

w = mflwiGd wied'(H).

i=p

Done Yapplication
o'B) X &@)" —a' @
m~1
o, ity + Emod)
est surjective, et d’aprds le théoréme 4.2, si
P+ Y w, @8 =0
imp

c'est que v ea’{6H), done que v = 0 (théordme
3.3.). Cette application est done un iso-
morphisme, et méme un isomorphisme vectoriel
topologique car les espaces considérés sont du
type L. On en déduit 5) par transposition.

Démonsiration de 7) => 1).

Soit ap le faisceatu des germes de solut?om
analytiques de I’équation Pf = 0. L’hypothdse
7) et le théortme de Cauchy-Kowalewski
entrainent:

ax(H) = apE")
Pour tout ouvert @ de C* désignons par Hp(Q)
Yespace des fonotions holomorphes solutions
de Péquation Pf = 0 dans @. Soit H, 'ouvert
complexe:

H ={zeC d H < ¢

(d = distence guclidienne de R™). Pour
tout compact K de H' V'applieation

Cp(H) — ﬁl’(ﬁ+)
induit une application

Hp(H,) —> ap(K)

An, Acad, brasil. Ciéuns,, (1071), 43 (1).
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qui sera continue. d’aprés le théordme du et cette quantité est nulle si xeH., Clest

graphe fermé. Done:
YEcH, Ve>0 3C >0,
1L < cH, tels que:
v £ ¢ Hp(C")
sup [f| < C sup [f].
X B
Soit £ e C |§ = 1, avec Pgr(¥) = 0.
On peut trouver une suite A; ¢ C* avee:
| — =
P = 0.

N
™ E

(Pour le voir on remarque que le polynéme est
t, P(L a une racine qui fend vers

Pinfini quand -— | l ——tend vers £ avec P, (l l)#
#“0,8auf siP,(§) =0 vV, =0..
cas on peut prendre A; = j £).

La fonction 3 | e’“ M> gppartient &
Hp(C"). Donc si x ¢ HT on a:

iei(:.—lpl <C S'I.'lpl ei <l.h|>i
L

.m, suquel

pour une constante C > 0 et un.compact L
de H,. En prenant le logarithme il vient:
—Im<x, A = Log C—sup Im <z, Ap.

nel | '

Divisons par [\ et faisons tendre j vers Pinfini

—Im <x, &8> < —sug {dmzb.
€

Comme P, (E)—O entrainer( £ =0,
Im>x,£<< sup>1mz,$<

Comme cette ‘inégalité est vraie pour tout
x e HT ot tout e > 0, on a:

sup Im ¢x, 8 = sup Im (x, £.
:eH

Ceci pour tout ¢ e C" avec Pp(®) = 0.
Soit & ¢ R”, ¢ C racine de I'équation

Pm(E’+ TN) b 0;
on a
‘Im <, +tN>=x"Im~

An. Acad, bresil. Cigne., (1971), 43 (1).

done que Im r =.0.

Remarquus.

1) La démonstration de I'implication 7) ==
1)} dans le Théortme 5.1. est analogue i une
démonstration de KserMax [4]. Obp pourrait
d'ailleurs utiliser les résultats de cet article
pour démontrer directement limplication 1)
= 6).

2) Le Théoréme 4.2. a été démontré
pour n = 2 par KmsErMaN (non publié). La
démonstration de Kiselman est trds différente
puisqu’elle utilise la représentation de Sato
des hyperfonctions.

RESUME

On démontre le théoréme Holmgren (3, théo-
réme 5.8.1.) danale cadre des hyperfonctions [6, 8] et
on caractérise les opérateurs différenticls & coefficients
constants ayent une solution élémentaire hyperfon-
otion & support dana un chne.
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