DMA - Ecole normale supérieure (2014/2015) 20 janvier 2015

Examen Algebre 1
Responsable : Mr O. DEBARRE

Important : vous pouvez consulter le polycopié et utiliser sans démonstration ses résultats (sauf ceux des exercices ou

des TD). Si vous voulez utiliser des résultats hors du cours, il faut les démontrer (sauf mention explicite du contraire).

Exercice 1. Soit n un entier > 2. Déterminer (si possible sans calculs) la signature de la forme quadratique sur R"
définie par

F(@1see o n) = (214 b ) — a2 — e — a2,

Exercice 2. a) Combien y a-t-il d’éléments d’ordre 5 dans le groupe de permutations G5 ?
b) Soit X I’ensemble des 5-Sylow de G5. Quel est le cardinal de X ?
¢) Donner un générateur de chacun des éléments de X sous la forme (12abc).

d) On fait agir &5 sur X par conjugaison : sic € G5 et H € X, onpose o - H = c Ho~'. Montrer que cela définit un
morphisme de groupes u : &5 — Sg et déterminer les permutations u((12)) et u((123)) de X.

Si on compose u avec la représentation de permutation o : G5 — GLg(C), on obtient une représentation 3 : S5 —
GLg(C) qui se décompose en la somme de la représentation triviale et d’une représentation vy de dimension 5.

e) Calculer x5((12)) et x5((123)).
f) Combien vaut x g sur les 5-cycles ?

On pourra dans la suite de I’exercice utiliser la table des caracteres des représentations irréductibles de G5 :

Gs 1 10 20 30 24 15 20
Id (12) (123) (1234) (12345) (12)(34) (12)(345)

Yo |1 I 1 1 1 1 1

Xsign 1 -1 1 -1 1 1 -1

X Vo 4 2 1 0 -1 0 -1
XvoXsign | 4 =2 1 0 -1 0 1
XA2 Vo 6 0 0 0 1 -2 0
XV 5 1 -1 -1 0 1 1

XV Xsign 5 -1 -1 1 0 1 -1

g) En déduire que + est irréductible et I’identifier parmi les représentations irréductibles de la table.

h) Décomposer la représentation ¥ ® « en somme de représentations irréductibles. Est-elle isomorphe, avec les notations
de la table ci-dessus, a V @ V' ?

Exercice 3. Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique # 2. Soit V' un K-espace vectoriel de dimension n
et soient f et f/ des formes quadratiques sur V. On pose

X ={eeV|f)=f()=0}

a) Montrer que X est un cone : pour tout z € X ettout A € K,ona Ax € X.

b) Montrer que la dimension maximale d’un sous-espace W de V totalement isotrope pour f (c’est-a-dire tel que la
restriction f |y soit nulle) est [n — gJ ou r est le rang de f (Indication : on pourra commencer par le cas r = n).

¢) On suppose n = 3. Montrer qu’il existe A\, \’ € K pas tous les deux nuls et un sous-espace de dimension 2 de V'
totalement isotrope pour la forme quadratique A\f + X' f’. En déduire que X contient une droite (vectorielle).

d) On suppose n > 3. Montrer que X contient un sous-espace vectoriel de V' de dimension L"T_lj

e) On suppose f non dégénérée. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

T.S.V.P.



(i) ’ensemble des A € K tels que la forme quadratique \f — f’ soit dégénérée a n éléments ;

(ii) il existe une base # de V et A\1,..., A\, € K deux a deux distincts tels que, pour tout x € V de coordonnées
(z1,...,2,) dans B, on ait

fl@)y=ai+-+a2 et fl(z)=Mal+ -+ a2l

(Indication : on pourra prendre une base de V orthogonale pour f, montrer que la matrice de f’ dans cette base est
diagonalisable, et considérer une base de vecteurs propres).

Dans toute la suite de cet exercice, on suppose ces conditions réalisées.

f) Donner une action non triviale du groupe G,, = u% sur X (ot pes = {1,—1} ~ Z/27Z est le groupe des racines
carrées de 1 dans K).

g) On suppose n = 3. Montrer que X est réunion de 4 droites vectorielles permutées par I’action de G's.

h) Soit € X non nul. On note 2 ’hyperplan de V' orthogonal de = pour f. Montrer qu’il existe A € K tel que la
restriction de la forme quadratique A\f — f’ 4 2 soit non dégénérée.

i) Montrer que tout sous-espace vectoriel de V' contenu dans X est de dimension au plus L"T_lj

Exercice 4. Soit K un corps et soit V' un K-espace vectoriel de dimension n. On rappelle qu’on a défini en cours un
morphisme de groupes

pcr : GL(V) — GL(A?V)
fo— N

a) Déterminer le noyau de ¢g1, (Indication : on pourra distinguer le cas n = 2).

b) Soit Z = (e, ...,e,) une base de V. Soit a € K et soit u I’endomorphisme de V' défini par u(e;) = e; + ady;ea,
pour tout i € {1,...,n}. Calculer dét ( A*u).

¢) En déduire que ¢y, induit un morphisme de groupes s, : SL(V) — SL ( A’ V') et exprimer en général dét( A f)
en fonction de dét(f).

On suppose a partir de maintenant n = 4.
d) L’espace vectoriel /\4 V' est de dimension 1. On en choisit une base, c’est-a-dire un isomorphisme /\4 VS K.
Montrer que le produit
b: NV x NV - AV S K
provenant de la structure d’algebre extérieure est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur /\2 V.

e) Montrer que I’image de (g, est contenue dans le groupe orthogonal SO ( /\2 V, b), groupe dont on montrera qu’il ne
dépend pas du choix de la base de /\4 V fait en d). En déduire une injection de groupes

¥ SL(V)/{£1dy} < SO (A’V,b).

f) (A ne faire qu’apres terminé tout le reste de I’examen !) Le morphisme ) est-il surjectif ?
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Corrigé de I’examen Algebre 1
Responsable : Mr O. DEBARRE

Exercice 1. Soit n un entier > 2. Déterminer (si possible sans calculs) la signature de la forme quadratique sur R™
définie par
2
flar, .. an) = (@144 ap)? —a? — o — 22,

Cette forme quadratique est définie négative sur I’hyperplan 1 + - - - + x,, = 0. Comme f(e; + e2) = 2, elle n’est
pas négative. Donc sa signature est (1,n — 1).

Exercice 2. a) Combien y a-t-il d’éléments d’ordre 5 dans le groupe de permutations Gs ?

Comme I’ordre d’une permutation est le ppcm des ordres des cycles de supports disjoints en le produit desquels elle
se décompose, les éléments d’ordre 5 sont les 5-cycles, qu’on peut écrire (labed). On a 4 choix pour a, 3 pour b et 2
pour ¢, donc il y a 24 éléments d’ordre 5.

b) Soit X I’ensemble des 5-Sylow de Gs. Quel est le cardinal de X ?
Chaque 5-Sylow contient 4 5-cycles, et chaque 5-cycle appartient & un seul 5-Sylow. Donc X a 24/4 = 6 éléments.
¢) Donner un générateur de chacun des éléments de X sous la forme (12abc).

Chaque élément de X contient une unique permutation de ce type, car une unique puissance d’un 5-cycle envoie 1
sur 2. Comme le cardinal de X, on les obtient tous :

X = {{(12345)), ((12354)), ((12435)), ((12453)), ((12534)), ((12543)) }.

d) On fait agir &5 sur X par conjugaison : sic € G5 et H € X, on pose o - H = c Ho~'. Montrer que cela définit un
morphisme de groupes u : G5 — Gg et déterminer les permutations u((12)) et u((123)) de X.

Comme X a 6 éléments, on a bien un morphisme u (une fois numérotés les éléments de X, par exemple dans I’ordre
ou ils apparaissent ci-dessus). On calcule

(12)(12abc)(12) ! = (21abc) = (12¢ba) ™.
Avec la numérotation ci-dessus des éléments de X, on a donc u((12)) = (16)(24)(35). On calcule ensuite
(123)(123bc)(123) 7' = (231bc) = (1203c)*  (123)(12435)(123) " = (23415) = (12453)3
donc u(1) = 3, u(2) = 5 et u(3) = 4. Comme u((123)) est d’ordre 3, c’est nécessairement (134)(256).

Si on compose u avec la représentation de permutation o : Sg — GLg(C), on obtient une représentation 3 : S5 —
GLg(C) qui se décompose en la somme de la représentation triviale et d’une représentation vy de dimension 5.

e) Calculer x3((12)) et x5((123)).
On sait que X (o) est le nombre de points fixes de 0 € G4. On a donc

x8((12)) = Xa(u(12)) = Xa((16)(24)(35)) = 0

et
x5((123)) = xa(u(123)) = xa((134)(256)) = 0.

f) Combien vaut x g sur les 5-cycles ?
L’image par u d’un 5-cycle est d’ordre 1 ou 5. On vérifie

u((12345))((12354)) = ((23415)) = ((12453)) # ((12354)),

donc u((12345)) # Id. C’est donc un 5-cycle, qui a 1 point fixe, et xg vaut 1 sur les 5-cycles.
g) En déduire que vy est irréductible et I’identifier parmi les représentations irréductibles de la table.

D’apres la table, le caractere des représentations irréductibles de dimension < 4 de G5 est > 0 sur la classe des
3-cycles. Comme X, = xg — 1 vaut —1 sur les 3-cycles par e), y est irréductible.

Par e), x, vaut aussi —1 sur les transpositions, donc -y est la représentation notée V' ® Cgigy dans la table.

h) Décomposer la représentation Y&y en somme de représentations irréductibles. Est-elle isomorphe, avec les notations
de la table ci-dessus, aV Q V' ?

Cette représentation est de dimension 25. Comme les représentations irréductibles de G5 sont de dimension < 6,
elle est somme d’au moins 5 représentations irréductibles.
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Avec les notations du cours, les valeurs de son caractere x sont 25,1, 1, 1,0, 1, 1, d’ou

1
(625 x 1+1x10+1x20+1x30+1x15+1 x 20)=6.

<X,X>:1720

C’est donc la somme de 6 représentations irréductibles distinctes. Comme sa dimension est 25, c’est la somme de toutes
les représentations irréductibles de G5, sauf une de dimension 1. Comme le caracteére vaut 1 sur les transpositions, on

obtient
2

Yy ® Y= (V ® Csign) ® (V (39 Csign) >~ Ctriv ©® ‘/O ® (% ® Csign) S /\ VO eV e (V ® Csign)

(on peut aussi calculer (X, Xuiv) = 735(25 X 1+ 1x 10+1x20+1x 30+ 1 x 1541 x 20) = 1). Elle est isomorphe
aV ® V puisque Cgign ® Cgigy est triviale.

Exercice 3. Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique # 2. Soit V un K-espace vectoriel de dimension n
et soient f et [’ des formes quadratiques sur V. Onpose X :={x € V | f(z) = f'(x) = 0}.
a) Montrer que X est un cone.
Cela provient du fait que f(\z) = A2 f(z) et f'(Az) = A2 f/(x).
b) Montrer que la dimension maximale d’un sous-espace W de V totalement isotrope pour f (c’est-a-dire tel que la
restriction f|w soit nulle) est |n — gJ, our estle rang de f (Indication : on pourra commencer par le cas r = n).
OnaW c W+, don, si f est non dégénérée,

dim(W) < dim(W+) = n — dim(W),

c’est-a-dire dim(W) < | %]. Inversement, il existe une base de V dans laquelle f(z1,...,2,) = @ + -+ + 22 etle
sous-espace W C V' défini par x3;,1 = ixy; pour tout j € {1,...,[5]} (et z, = O si n est impair) est totalement
isotrope et de dimension | % |.

Dans le cas général, on choisit un supplémentaire V’ (de dimension 7) du noyau K de f. Le sous-espace W' :=
W NV’ de V' est alors totalement isotrope pour la forme quadratique non dégénérée f|y, donc dim(W') < Z par le
cas déja traité. On a donc
. . . . T T
dim(W) = dim(W’) + dim(W + V') — dim(V’) < gtn-—r=n-g.
Inversement, par le cas déja traité, il existe dans V" un sous-espace totalement isotrope W' de dimension | |, et W :=
K @ W' est totalement isotrope pour f, de dimension n —r+ | %] = [n— 5 ]. La dimension maximale d’un sous-espace

de V' totalement isotrope pour f est donc [n — % ].

On peut aussi raisonner directement (et dans le cas général) avec des matrices pour montrer la borne d := dim(W) <
: . 0)
n— % : dans une base de V' contenant une base de W, la matrice de f est de la forme (

d N .
, ol est la matrice
tA B) Od

nulle carrée d’ordre d et A est de taille d X (n — d) ; on a donc
r =rang(f) < rang(A)+n —d < 2(n —d),

d’oud < n— 5. Il reste bien siir encore a trouver (comme plus haut) un sous-espace W totalement isotrope de dimension
n—3.

¢) On suppose n. = 3. Montrer qu’il existe \,\' € K pas tous les deux nuls et un sous-espace de dimension 2 de V
totalement isotrope pour la forme quadratique \f + N f’. En déduire que X contient une droite (vectorielle).

Le polynéme dét(Af + A’ f') est homogene de degré 3. Comme K est algébriquement clos, il existe A et A’ pas tous
les deux nuls tels que dét(Af + X f') = 0, c’est-a-dire tel que Af + N\ f/ soit dégénérée. Quitte a échanger les roles de
f et f', on peut supposer A’ # 0 et on pose f”/ = A\f + X f’, de sorte que X := {x € V| f(x) = f"(x) = 0}. Par
la question a) (avec r < 3 et n = 3), il existe un sous-espace W C V' de dimension 2 totalement isotrope pour f”. La
forme quadratique f |y est alors f(x1,22) = a;x? + asx2 dans une base convenable de . Il y a donc un vecteur de
W non nul isotrope pour f et la droite qu’il engendre est contenue dans X (on peut aussi de nouveau utiliser a), avec
n=2).

d) On suppose n > 3. Montrer que X contient un sous-espace vectoriel de V de dimension L%J (Indication : on pourra
procéder par récurrence sur n, en choisissant x € X non nul et en se restreignant a l’intersection des orthogonaux de
x pour [ et pour f’).

Le cas n = 3 est la question c). Contrairement a ce que je pensais, le cas général ne peut pas se faire avec la méthode

suggérée dans I’indication. Le résultat est vrai, mais semble difficile 2 montrer avec des méthodes élémentaires. On peut
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faire des calculs (longs et rébarbatifs) dans le cas « général » ol les hypotheses de la question e) sont vérifiées : on trouve
que X contient, lorsque n est impair, exactement 2" ! sous-espaces vectoriels de V' de dimension "T_l et qu’ils forment
une unique orbite sous I’action du groupe GG,, de la question f) (cela généralise donc la question g)).

e) On suppose f non dégénérée. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) ’ensemble des \ € K tels que la forme quadratique \f — f' soit dégénérée a n éléments ;

(ii) il existe une base B de V et \1, ..., \, € K deux a deux distincts tels que, pour tout © € V de coordonnées
(21,...,2,) dans B, on ait f(x) = 22 + -+ 22 et f'(x) = M\p2? + - + \22.

L’implication (ii)=-(i) est triviale : les n éléments en question sont A1, ..., A,. Supposons (i) vérifiée ; dans une base
P de V orthogonale pour f, on note A’ la matrice de f’. La matrice A\I — A’ est singuliére pour n valeurs de )\, de sorte
que A’ a n valeurs propres distinctes A1, ..., A, donc est diagonalisable. Soit #; = (ey, ..., e,) une base de vecteurs
propres de A’ et soient F1, ..., E, les matrices de leurs composantes dans la base %y. On a A'E; = \;E; d’ou

b'(ei, Gj) = tEZ‘AIEj = AthiEj et de méme b'(ej, 67;) = AZtEJEq = )\itEiEj,

ou I est la forme bilinéaire symétrique associée a f’. Comme V' (e;,e;) = V'(e;,e;), on en déduit ‘E;E; = 0, donc
blei,ej) =V (e;,e;) = 0 pour tout ¢ # j et H; est orthogonale pour f” et f. On a alors

f(x) :Oé1$%+"~—|—ozn$72b et f/(I) :O/l.]f%—F"'—FOé;L]Ji,

avec aq - - - a, # 0 puisque f est non dégénérée. Il suffit de prendre B = (e1/\/aq,. .., en//Cn).

Dans toute la suite de cet exercice, on suppose ces conditions réalisées.

f) Donner une action non triviale du groupe G,, = % sur X (ow po = {1, -1} ~ Z/27Z est le groupe des racines
carrées de 1 dans K).

Une opération est donnée par (€1,...,e,) - (Z1,...,2n) = (121, ..., EnTy). Elle laisse stable X.
g) On suppose n = 3. Montrer que X est réunion de 4 droites vectorielles permutées par I’action de Gs.
11 s’agit de résoudre le systeme

2+ 2k 4k = Mot Aord + A3x2 =0
avec A1, Ao, Ag distincts. Si zq = 0, on obtient z = (0,0, 0). Si 27 # 0, on peut prendre 1 = 1 et on obtient un systéme

de Cramer
r3+ x% =-1
)\21’% =+ )\35(}% = —\1,

qui a donc une unique solution 23 = py et ¥3 = g avec ugpu3 # 0. Donc X est la réunion des 4 droites engendrées par
(1, £4/12, £,/u3). Ces droites sont permutées par 1’action de (s, cette permutation étant triviale pour (—1,—1, —1) €

Gs.
h) Soit x € X non nul. On note x I’hyperplan de V orthogonal de x pour f. Montrer qu’il existe A € K tel que la
restriction de la forme quadratique \f — f' a x- soit non dégénérée.

Notons z = (z1,...,%,) et supposons par exemple x; # 0. Nous allons montrer que la restriction de A; f — f’
a 2 est non dégénérée. L’équation de = est 2?21 xzjy; = 0, de sorte que, pour tout j € {2,...,n}, le vecteur
(=;,0,...,0,21,0,...,0) estdans z+. Soit 2 = (21,...,2,) € - un élément du noyau de cette restriction. On a

Vj S {2,...,n} 0= ()\1() — b’)(z, (—atj,O, ...,0,241,0,.. ,0)) = ()\1 — )\j)ijl,

1

de sorte que zo = --- = 2, = 0. Comme z est dans z—, on a aussi Z?Zl z;2z; = 0,dou z = 0.

i) Montrer que tout sous-espace vectoriel de V contenu dans X est de dimension au plus L”;lj.

Soit W un sous-espace vectoriel de V' contenu dans X et soit x € W non nul (si W = 0, il n’y a rien a démontrer).

Soit A € K tel que la restriction de Af — f’ a 'hyperplan H := z soit non dégénérée (question h)). Comme 2 € W,
ona W+ C xt = H.D’autre part, W est totalement isotrope pour f, donc W C W+ C H ; il I’est aussi pour f’, donc

n—1

aussi pour (Af — f’)|i. La question b) entraine alors dim(W) < | %5~ .

On peut remarquer que dans le cas n impair, cela découle directement de la question b) : les sous-espaces totalement
isotropes pour f sont de dimension < 2] = [2-1].

Exercice 4. Soit K un corps et soit V un K-espace vectoriel de dimension n.
On a défini en cours un morphisme de groupes pcy, : GL(V) = GL(A*V), f — A\°f.
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a) Déterminer le noyau de pgr, (Indication : on pourra distinguer le cas n = 2).
Sin = 2, ’espace vectoriel /\2 V est de dimension 1, et /\2 f est la multiplication par le déterminant de f. Le noyau
de pqy, est donc SL(V).

Supposons n > 3. Si f est dans le noyau de g, on a, pour tous x,y € V, I'égalité f(z) A f(y) = = Av.
Supposons que z et f(x) ne soient pas colinéaires. On complete en une base (z, f(x),es,...,e,) de V et on pose

er =z etey = f(x). Onaalors ea A f(eg) = e1 A es. Du fait que (e; A e;)1<i<j<n st une base de /\2 V, on tire une
contradiction.

Pour tout z, f(x) est donc colinéaire a x et il est classique que cela entraine que f est une homothétie. Si A est son
rapport, \” f est une homothétie de rapport A2. On a donc X = £1, et ker(par) = {£1dy }.

b) Soit = (e1,...,en) une base de V. Soit a € K et soit u I’endomorphisme de V' défini par u(e;) = e; + ady;es,
pour tout i € {1,...,n}. Calculer dét (/\2 u).

Sii < j,ona (A’ u)(e; A ej) = e; N ej; sauf si ¢ = 1, auquel cas (A*u)(ey A ej) = e1 Aej+ aes Aej. Sion
ordonne la base (e; A €;)1<i<j<n de A>V dans I’ordre lexicographique, la matrice de A\ u dans cette base est donc
triangulaire inférieure avec des 1 sur la diagonale. On en déduit dét ( /\2 u) =1.
¢) En déduire que @1, induit un morphisme de groupes @gy, : SL(V) — SL (/\2) et exprimer en général dét(\> f) en
Sonction de dét(f).

Soit f un endomorphisme de V' dont la matrice dans la base 2 est élémentaire. On peut toujours, quitte 2 renuméroter

les vecteurs de %, supposer que f est de matrice I,, + aFE9;. La question a) montre alors dét( /\2 f) = 1. Parle
cours, la matrice de tout endomorphisme f de déterminant 1 est produit de matrices élémentaires, donc on a encore

dét(A? f) = 1. L'image de SL(V') par gy, est donc contenue dans SL(A” V).
En général, on choisit ¢ (dans une extension de K) tel que t" = 1/ dét(f). On a alors dét(¢f) = 1, donc

1= dét (A2(tf)) = dét (2A2F) = ()8 A’V dae (A2f) = (12)) deés (A2S).

ce qui entraine

dét (A’f) = tm=1 = dés(f)m .

On peut aussi arriver a ce méme résultat en utilisant le fait que GL(V) est engendré par SL(V) et les automorphismes
dutype u : e; — e; + (a — 1)d1;e1, pour a € K*, et en calculant le déterminant de A* u comme en b).

On suppose a partir de maintenant n = 4.

d) L’espace vectoriel /\4 V' est de dimension 1. On en choisit une base, c’est-a-dire un isomorphisme /\4 V5K
Montrer que le produit b : /\2V X /\2V — /\4V 5 K provenant de la structure d’algébre extérieure est une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée sur /\2 V.

La bilinéarité provient du fait que 1’algebre extérieure est une K-algebre. La symétrie provient du fait que cette
algebre est anticommutative : les éléments de degré pair commutent entre eux.

Si on choisit une base (e, ..., es) de V, on obtient une base (e; A e;)1<i<j<a de /\2 V' qu’on ordonne dans 1’ordre
lexicographique. La matrice de b dans cette base est alors antidiagonale avec des +1 sur ’antidiagonale. Elle est donc
inversible, et b est non dégénérée.

e) Montrer que 'image de ps1, est contenue dans le groupe orthogonal SO ( /\2 V, b), groupe dont on montrera qu’il
ne dépend pas du choix de la base de /\4 V fait en d). En déduire une injection de groupes v : SL(V)/{£Idy} <
SO (A*V,b).

Pour tout f € SL(V'), on a, pour tous z,y, z’,y dans V,

B((N*F)@ny), (N F) (@ Ay)) = b(f@)A ), F@) A )
= f@)AfAFED)AFEY)
= dét(f) (zAynz' AY')
= dét(f) bz Ay’ AY)

bz Ay, 2" Ay'),

puisque dét(f) = 1. Comme les x A y engendrent /\2 V, ceci montre que /\2 f est bien une isométrie pour b.
f) Le morphisme ) est-il surjectif ?
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On vérifie que dans la base (e; A €;)1<i<j<4, la forme quadratique associée a b s’écrit 12534 — T13%24 + T14T23.
Lespace (\? V, b) est donc somme de 3 plans hyperboliques.

Lorsque K = R, la signature est (3, 3) et ¢ devient donc un morphisme SL4(R)/{£Idy} < SO33(R) qui est
continu. Comme SL4(R) est connexe, I’'image de 1 est contenue dans la composante connexe de 1’élément neutre de
SO3,3(R), qui en est un sous-groupe d’indice 2 qu’on a noté SO 3(R) dans le polycopié. Donc 1) n’est pas surjectif
dans ce cas.

De fagon plus générale, on a défini dans le polycopié un morphisme 6 : SO( /\2 V,b) = K*/ K*2. 1l est surjectif
car (\® V,b) contient des vecteurs isotropes non nuls. Son noyau est noté SO'(A\® V,b). Comme le groupe dérivé de
SL(V) est encore SL(V) et que le groupe K*/ K> est abélien, la composée 6 o ¢ est triviale, donc ’image de 1) est
toujours contenue dans ker(6) = SO’(A? V, b). Donc ¢ ne peut étre surjectif dés que K * S

On peut montrer que dans tous les cas, 1’'image de 1) est exactement le sous-groupe SO’ ( /\2 V., b). Si K est algébri-
quement clos, 1 est donc un isomorphisme.



