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1. LE THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ

Une équation différentielle (du premier ordre) s’écrit

(1) &= f(t )
ou
f:IxQ—=R"

est une fonction continue, avec Q2 ouvert (non vide) de R"™ et I intervalle ouvert
(peut-étre infini) de R.

Une solution de I'équation (1) est un couple (.J,7), ou J est un sous-intervalle
non vide et non réduit a un point de I et v : J — €0 est une application dérivable
qui vérifie

Y(t) = f(E,(1))
pour tout ¢ dans J. Une solution est mazimale si elle n’est pas la restriction d’une
solution définie sur un intervalle strictement plus grand.

Les résultats principaux de la théorie portent sur ’existence et 1'unicité des
solutions.

On va chercher des solutions locales de 1’équation (1). Remarquons qu’une solu-
tion vérifiant y(ty) = xo ne peut s’éloigner trop vite de zy. En effet, si le cylindre

C = [to — n,to + 1] x B(xo,7)
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est contenu dans I x ) et que

M= sup |[f(t )|
(t,x)eC

toute solution v : J — € de (1) reste dans B(z,r) sur le sous-intervalle de
I'=[to—1n',to+ 17, avec 1)/ = min(n, %),

sur lequel elle est définie, a savoir I’ N J (c’est une conséquence de l'inégalité des
accroissements finis). On dit que

(2) C' =TI x B(xg,r)
est un cylindre de sécurité. On dit que f est k-lipschitzienne en x sur ce cylindre si
(3) 1St x1) = f(t @) || < Kllwy — o

pour tout ¢ dans I’ et tous x; et xy dans B(zg, 7). Clest le cas par exemple (pour
un réel k convenable) si f est de classe €' et que r et min(n, {5) sont finis.

Théoréeme 1 (Cauchy-Lipschitz). Si f est k-lipschitzienne en x sur un cylindre
de sécurité comme ci-dessus, [’équation (1) admet une unique solution v : I' — Q
vérifiant la condition initiale y(ty) = xq.

Il est important d’avoir une estimation explicite de la taille de I'intervalle sur
laquelle la solution existe qui soit indépendante de k. Nous verrons dans le théoreme
2 une variante de ce résultat lorsque €2 = R", souvent pratique pour les applications.

Le théoreme 1 est souvent appliqué en faisant '’hypothese < f localement lip-
schitzienne en x ». Cela signifie que pour tout (tg,xo) dans I x €, il existe un
voisinage I’ de ty dans I, un voisinage U de zy dans §2 et une constante k tels que
I'inégalité (3) soit valable pour tout ¢ dans I’ et tous x; et xo dans U. C’est le cas
par exemple si f est dérivable par rapport a x sur I x ) et que la dérivée partielle
Of )0z : I x Q — R™ est une fonction continue.

Le théoreme de Cauchy—Lipschitz fournit alors I’existence et 'unicité d’une solu-
tion locale avec condition initiale fixée. Notons que par un argument de compacité !,
pour tout [t1,ts] C I et tout compact K C €, il existe une constante k telle qu’on
ait I'inégalité (3) sur [t1, 3] x K (sans que cela bien sir nous permette d’agrandir la
taille de I'intervalle sur laquelle la solution construite est définie).

1. Pour chaque (t,) € [t1,t2] x K, on obtient un voisinage I; , de ¢ dans I et un voisinage de
x dans €2, qui contient B(x,2r; ), sur lesquels on a une inégalité (3) avec une constante k; .. Le
compact [t1,t2] X K est recouvert par un nombre fini de I}, ,. x B(x;, 74, 4,). Soit r le plus petit des
Tt;.2;, SOit k le plus grand des ki, 5, et soit M un majorant de |f| sur [¢1,t2] X K. Soient ¢ € [t1, to]
et x1, 22 € K, avec (t,x1) € I}, ,. X B(xi, 7, ;). Si v2 € B(w, 274, 2,), on a la majoration (3) avec
k; sinon, ||z1 — xa|| > 7, 2, > 7 et on a la majoration (3) avec 2M/r.
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Exercice 1. Montrer que pour toute condition initiale, il existe une solution de
l’équation différentielle
T =sintx

définie sur R.

Exercice 2. Déterminer des solutions maximales de l’équation différentielle
i =a?

Montrer qu’il existe une infinité de solutions maximales avec la méme condition

initiale.

Exercice 3. Résoudre le systéme différentiel
T
y = 2wy

Lorsque l'application f n’est plus localement k-lipschitzienne en z, il peut ne
pas y avoir unicité des solutions. En revanche, il y a toujours existence (théoreme
de Cauchy—Peano—Arzela, [D], p. 127).

en posant z = x + 1y.

Exemples 1. (1) Les fonctions ¢ — 0 et t — t|¢| sont solutions de la méme équation
différentielle & = 24/|z| et prennent la méme valeur en 0.

(2) Les fonctions ¢ +— 0 et ¢ — ¢ sont solutions de la méme équation différentielle
i = 32/3 et prennent la méme valeur en 0.

2. DEMONTRER LE THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ

Il y a plusieurs facons de démontrer le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

La méthode du point fixe. La premiere remarque est que résoudre 1’équation (1)
avec la donnée initiale () = x¢ équivaut a résoudre 1’équation intégrale

w@=m+[f@wm@

ou 7 est une fonction continue a valeurs dans ). L’ensemble X des applications
continues de I” dans B(x,r) muni de la distance ¢ de la convergence uniforme est
un espace métrique complet, et on cherche un point fixe de 'application T': X — X

définie par
t

T:y—xo+ [ f(s,7(s))ds
to
(on vérifie, et c’est 1a que le choix du cylindre de sécurité intervient, que T'(7) est
bien encore dans X). Pour appliquer un théoréeme de point fixe, on veut montrer
que T est contractante. Or on calcule

IT(70)(t) = T(2) O < Kt — tolo (71, 72)
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qui n’est pas suffisant, puisque 'on ne sait rien sur k. En revanche, on vérifie faci-
lement par récurrence sur m
k™|t — to|™ (k)™
7™ (y) (@) = T" () (O < —— = (1, 72) < === (7, 72)
de sorte que 'application T™ est bien contractante pour m > 0. Elle admet donc
un unique point fixe, et T" aussi.

Notons que le choix de 7/, ¢’est-a-dire celui de I’; est conditionné par le fait que
I'on veut que l'application T envoie X dans lui-méme. Lorsque 2 = R", on peut
prendre r = 400 et la méme démonstration s’applique avec i’ = 1), sous réserve que
f soit k-lipschitzienne en z sur [tg — n,to + 1] x R™. On a donc démontré le résultat
suivant.

Théoréme 2. Soit I un intervalle ouvert, soit k : I — R™ une fonction continue
et soit f: I x R™ — R™ une fonction continue vérifiant

(8 20) = f(E )|l < k(E)]|21 — 2]

pour tout x1, s dans R™ et tout t dans I. Pour toute condition initiale, il existe une
solution de l’équation (1) définie sur I.

Avec les notations précédentes, f est k-lipschitzienne en x sur [to—n, to+n] X R™,
avec k = maXsejty—nto+n K(1)-

Ce théoreme s’applique en particulier aux équations différentielles linéaires,
c’est-a-dire aux équations pour lesquelles f(t,z) = A(t)(x), on A : I — #,(R)
est une fonction continue.

Exercice 4. Montrer que pour toute condition initiale, il existe une solution de
[’équation différentielle

&=t x? 4t
définie sur R.

La méthode des solutions approchées. On appelle solution e-approchée une
fonction v : J — € de classe €' par morceaux qui vérifie

19(2) = f(E, (@) < e

pour tout point ¢ dans J en lequel v est dérivable. On peut construire de telles
solutions par la méthode d'Euler (ou méthode de la tangente) : partant de y(to) = o
et d’une subdivision de l'intervalle J, on prolonge v sur I'intervalle de la subdivision
qui contient tg en une fonction affine de dérivée f(tg,zo) et ainsi de suite sur les
autres intervalles. Si le pas de la subdivision est h, la fonction ainsi construite est
kh(M + 1)-approchée.

Pour montrer qu’une suite de solutions approchées converge vers une (vraie)
solution, on utilise le lemme suivant, tres pratique, sur les inéquations différentielles.



EQUATIONS DIFFERENTIELLES 5

Lemme 1 (Gronwall). Soit g : [to,t1[xRT — RT une fonction continue. Soit
p: [to, t1] = R une fonction dérivable vérifiant

(4) p(t) = g(t, p(t))
et soit 7y : [to, t1[— R™ une fonction dérivable vérifiant

YOI < gt vl pour tout t € [to, ta[,  |[v(to)ll < p(to)
Alors

() @] < p(t)
pour tout t € |to, 1]

On peut appliquer ce lemme dans la situation suivante. Supposons qu’il existe
une fonction continue g : I x RT — R telle que, pour tout (¢, z) dans I x £, on ait

LF (s 2)F < g, [l])
Soient + une solution de (1) et p une solution de (4) vérifiant ||y (to)|| = p(to) pour
un ty dans I. Alors,

Iy < p(t) pour tout t >ty dans I.

DEMONSTRATION DU LEMME. En utilisant des développements limités, on constate
que (5) est vérifiée pour t — ¢ty > 0 assez petit. Si la conclusion est fausse, il existe
un plus petit to €lto, t1] en lequel on a ||y(t2)|| = p(t2). On a alors ||v(t)|| < p(%)
pour t € |ty, ta] et

(6) ()l < g(ta, [V (E)]) = g(t2, p(t2)) = p(t2)

Un développement limité en ¢t donne, pour t € |to, t5],

YOI = Iyl = (2 = V()] + otz = 1)
p(t) = pltz) = (t2 = 1)p(t2) + o(t2 — t)
> p(ta) = (b2 = O](E2)] + o(t2 — 1)
ce qui contredit (6). O

Supposons que [ soit k-lipschitzienne sur le cylindre de sécurité C’. Soit v; une
solution ej-approchée de (1) et v2 une solution ey-approchée prenant la méme valeur
en ty.

Pour tout £ > 0, la fonction 7 : ¢ +— 75(t) — 71 (t) vérifie 'inéquation différentielle

YOI <&+ e+ e+ K@

et v(tp) = 0. On déduit du lemme de Gronwall que ||y(¢)|| est inférieur, pour ¢ > o,
a la solution de I'équation différentielle

p(t) =e+¢et+er+ ]Cp(t)
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valant 0 en ¢y. On obtient (en faisant tendre € vers 0)

pour tout ¢ dans I’ (le cas t < tg se traite de fagon similaire, et donne lieu a la valeur
absolue dans le membre de droite). Cela entraine d’une part l'unicité (en prenant
g1 = g9 = 0), d’autre part Uexistence : si (g,,) est une suite de réels strictement po-
sitifs tendant vers 0, toute suite de solutions ¢,,-approchées converge uniformément

ek"t—to‘ _ 1

2(0) = 1 (Ol < (21 +22) ——

sur tout compact.

(10)

Exercice 5. Soit f : R x R — R une fonction continue. On considére une
solution vy : [to, t1| — R de l"équation différentielle

= f(t,x)
a) Soit a : [to, t1] — R une fonction dérivable vérifiant
a(t) < f(t,a(t)) pour tout t € [to,t1] , a(te) < ~(to)
Montrer que l’on a
a(t) < ()

pour tout t € |tg, t1].
b) Soit 5 : [to, t1]| — R une fonction dérivable vérifiant

B(t) > f(t,5(t)) pour tout t € [to,t1] , B(to) < ~(to)
Montrer que l'on a
B(t) > ~(t)
pour tout t € |to, t1].

¢) On se donne des fonctions dérivables o : [to, +oo[— R wvérifiant (8) et
B : [to, +oo[ = R wérifiant (9), sur [to, +o0].

On suppose f localement lipschitzienne en x. Montrer que toute solution maxi-
male v de (7) vérifiant a(ty) < v(to) < B(a) est définie sur [to, +oo[ et que pour
tout t > tg, on a

a(t) < () < A(t)
d) On considére l’équation différentielle
&=z -z’
et une solution mazximale v : ]t~ ,t7[— R. Montrer que siy prend une valeur > 0,
on att = 400, et que siy prend une valeur < 1, on at™ = —oo.

e) Résoudre l’équation différentielle (10) directement et analyser les trajec-

toires.

Exercice 6. Reprenons l’étude de ’équation différentielle
T = sintx

commencée dans exercice 1. On sait que les solutions maximales sont définies
sur R. Soit v : R — R une telle solution.
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a) Montrer que ~y est paire.

b) On suppose v(0) > 0. Montrer que l'on a v(t) > 0 pour tout t.

¢) Montrer que l’équation y(t) =t a une unique solution (on pourra introduire
une fonction continue B : R™ — R™ affine par morceaux, de dérivée 1 dans les
régions 2nm < tr < (2n + 1), de dérivée 0 dans les régions (2n + 1) < tx <
(2n+ 2)7, et de valeur v(0) en 0, et appliquer Uezercice 5.b)).

On note ty cette solution et on pose n = [t3/2x], de sorte que 2nm < 3 <
2nm + 2m.

d) Si2nm + 7 < t% < 2nm + 37”, montrer que l’on a

2nm 4+ < ty(t) < 2nm + 3%

pour tout t > tg et
lim ty(t) =2nm+7

t—+o00
(On pourra de nouveau appliquer l'exercice 5.)
e) Si 2nw < t% < 2nmw + w, montrer qu’il existe un réel t1 > ty vérifiant
v(t1) < t1 et t1y(t1) > 2nm + w. En déduire que l'on a

3
2nm + 7 < ty(t) < 2nm + ?ﬂ

pour tout t assez grand et
lim ty(t) =2nm+ 7

t—+o00
f) Si2nm + 37” < t3 < 2nm + 27, montrer qu’il existe un réel u, € ] 2nm +
37”, 2nm + 7T[ tel que
2nt+7m st t% < Up,
li = | 12 =
m ty(t) 2nm + 2w 5% tg Un
2nm + 3w st tg > uy
(On pourra utiliser le théoréme 3.)
Exercice 7. Considérons ’équation différentielle
=%t
et une solution mazimale v : ]t t7[— R.
a) Montrer l'inégalité t— > —oo.
b) On suppose v majorée. Montrer t+ = +oo. Montrer qu’il existe un réel c
tel que y est croissante sur |t~, c| et décroissante sur [c,+oo|.
c) On note 7y, : I, — R la solution mazimale telle que v,(0) = a. Si a < b,
montrer que l'on a vq(t) < 1 (t) pour tout t € I, N I.
d) Montrer qu’il existe ag € R U {400} tel que
Yo Mmajorée <= a < ag

e) Montrer que ag est fini et que, si a > ag, lintervalle I, n’est pas majoré,
la fonction v, est croissante et tend vers 400 en +00.
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3. APPLIQUER LE THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ

Existence et unicité des solutions maximales. Sous les hypotheses du théoreme
de Cauchy-Lipschitz (f localement lipschitzienne en x), des solutions de (1) définies
sur le méme sous-intervalle de I et de méme condition initiale coincident.

Proposition 1. Pour tout (ty,zo) € I x Q, il existe une unique solution mazimale
vt = Q vérifiant y(to) = xo.

Sitt < supl, la fonction v sort définitivement de tout compact de Q lorsque t
tend vers tT. On a bien sir une propriété analogue si t~ > inf I.

DEMONSTRATION. Des solutions 71 : J; — Q et 75 : Jo, — Q de méme condition
initiale coincident sur J; N Jo donc définissent une solution v : J; U Jo — . Plus
généralement, la famille(yy, J;) de toutes les solutions de condition initiale donnée
définit une solution v : |J, Jr — €2 qui est I'unique solution maximale.

Soit K un compact de €. S’il existe une suite (¢,,) tendant vers ¢ telle que
v(tm) € K pour tout m, on peut supposer quitte a extraire une suite que la suite
(7(tm)) converge vers un point x; de K. Le théoreme de Cauchy—Lipschitz entraine
qu'il existe une solution v, définie sur [¢t* —e, ¢t +¢[ telle que 71 (¢1) = 21 et le méme
e convient pour toute condition initiale proche, comme par exemple (¢,,,v(t,,)) pour
m > 0. Si on choisit un tel m qui vérifie en plus t* < ¢,, + <, on obtient une solution
qui prolonge strictement 7, d’out une contradiction.

En particulier, 'intervalle de définition de la solution maximale v est ouvert. []

On appelle trajectoire d’une solution v : J — Q de I"équation différentielle (1)
son graphe, c¢’est-a-dire 'image de I'application

J — RxR"
t o (t,y(t))

Sous les hypotheses du théoreme de Cauchy—Lipschitz (f localement lipschitzienne
en x), il passe par chaque point de I X2 une courbe intégrale et des courbes intégrales
distinctes ne se coupent pas.

Exercice 8. Soient f : R x R™ — R" une application continue et a et b des
constantes vérifiant

V(t,z) e RxR"  [|f(t,z)] <alz|+b
Montrer que les solutions maximales de I’équation différentielle
T = f(t7 l‘)

sont définies sur R.
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Exercice 9. On considére une solution mazimale (x,y) :]t~,tT[— R? non iden-
tiquement nulle du systéme différentiel

i —y +x(2? +9?)
g o= z+y@®+y?)
a) Dériver % + y2. En déduire t~ = —oo.

b) Montrer t+ < +oo.
c¢) Transformer ce systéme en coordonnées polaires et le résoudre.

Exercice 10. Soient I un intervalle ouvert de R et f: I xR" = R", a:1 - R
et b: I — R des applications continues vérifiant

W) e Tx R (f(t,2),2) < a(t)]z] + b(1)
Soit v :Jt7,tT[— R"™ une solution mazimale de I’équation différentielle
T = f(t,x)
On pose r(t) = |y (t)|]*.

a) Montrer 1(t) < 2a(t)r(t) + 2b(t) (on pourra soit utiliser l’exercice 5.a),
soit introduire une primitive A de la fonction a et une fonction p vérifiant p(t) =
2a(t)p(t) 4 2b(t) et dériver (r(t) — p(t))e 241,

b) En déduire t+ = sup 1.

c) Montrer que toute solution mazimale du systeme différentiel

T = y—a3+z
j o=
(dit systeme de Van der Pol) est définie sur R.

Dépendance des conditions initiales. Nous allons montrer que les solutions
d’une équation différentielle dépendent contintiiment de la condition intiale.
On part comme d’habitude d’une équation différentielle (1)

T = f(t,x)

ou f: I xQ — R" est une fonction continue, localement lipschitzienne en z, de
sorte que 'on peut appliquer le théoreme 1 de Cauchy—Lipschitz. Fixons t, € I.
Pour chaque z( € 2, il existe par la proposition 1 une unique solution maximale 7,
vérifiant 7,,(ty) = xo, définie sur un sous-intervalle ouvert I,, de I contenant t.

Théoreme 3. Le sous-ensemble U = J, cq Ly X {To} de I x Q est ouvert et
lapplication

U — Q
(t7x0) — %co(t)

est continue.
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DEMONSTRATION. Soient ty € I et o € €. La solution maximale ., est définie sur
un intervalle Jy. Prenons [t; —¢,ts +¢] C Jy; nous allons montrer que pour tout
proche de g, la solution maximale v,, est définie sur un intervalle J; qui contient
[t1,12]. Cela montrera que U est ouvert.

Soit & > 0 tel que [t; —e,ty+¢] C Jo. Comme 7, ([t; — €, t2 +€]) est un compact
dans I'ouvert 2, il existe r > 0 tel que tout point a distance < 2r de v,, ([t1 —¢, t2+€])
est encore dans €.

L’idée est d’utiliser le lemme de Gronwall 1 pour montrer que la solution 7,
reste a petite distance de 7,,, donc reste confinée dans un compact.

Comme on 'a remarqué apres 1’énoncé du théoreme de Cauchy-Lipschitz, si K
est le compact

K={zxeR"|d(z,v,([t1 —&,ta+¢])) <r} CQ

une majoration du type (3) est valable sur [t; —e,t2 +¢]| x K.
Prenons ||z — xo|| < 7. La fonction v : ¢ = v, () — 72, (t) est telle que y(tg) =

xy — xo et vérifie, pour tout £ > 0, 'inéquation différentielle

@I <"+ Ellv @)l

tant que v, (t) reste dans K, donc en particulier tant que |v(¢)|| < 7. Le lemme de
Gronwall entraine, comme dans la démonstration ci-dessus du théoreme de Cauchy—
Lipschitz, que ||v(t)]| est inférieur, pour ¢ > t, a la solution de I’équation différentielle

p(t) = "+ kp(t)

valant [|z(, — x¢|| en to. On obtient (en faisant ensuite tendre &’ vers 0)

(11) 7zt () = Yo (D] < Ny — o] 7!
En particulier, si on prend
I : 7k|t07t17€| *k‘t2+€7t0‘
|zg — zo|] < min{re ,re }

la fonction 7, reste confinée dans le compact K sur 'intervalle [t; — ¢,t5 + €] N Jj.
La proposition 1 entraine qu’elle est définie au moins sur |t; — e, ¢ + €.

De plus, si M est un majorant de |f| sur K, on obtient a partir de (11), pour
tout ¢’ dans [t; — e, ty + €],

17 (#) = o (O < 17 () = Yag (D1 + 11725 () = 7 ()]

=1 max [y ()] + [l = o]~

A

IN

<t =M + ||z — 2ol

Ceci termine la démonstration du théoreme. O
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Equation différentielle dépendant d’un parametre. Considérons une famille

I' = fA(t, {L‘)

d’équations différentielles dépendant d’un parametre A dans un espace topologique
A. On suppose la fonction

f:AXxIxQ — R"
A\ tx) — filt o)

continue et localement lipschitzienne en x. Fixons zy € €). Pour chaque A € A, le
théoreme de Cauchy—Lipschitz fournit une unique solution maximale v, : I, — €2
de I"équation & = fy(¢,x) vérifiant v, (t9) = xo.

Théoreme 4. Le sous-ensemble U = |J o, In X {A} de I x A est ouvert et lappli-
cation

U — Q
(t,A) — ()
est continue.

On peut démontrer ce théoreme en reprenant la démonstration du théoreme de
Cauchy—Lipschtiz a ’aide du théoreme de point fixe, dont on utilise une version < a
parametre ». Cependant, dans le cas (fréquent) ou la fonction A est un ouvert de
R? et ou f est localement lipschitzienne en (¢,z) (par exemple si elle est de classe
% par rapport & 'ensemble des variables), on se raméne au théoréme 3 en ajoutant
A comme variable, c’est-a-dire en considérant le systeme différentiel

t = f(At )
{A = 0

défini sur Pouvert A x © de R? x R", puisque se donner une solution t — (A(t),(¢))
de ce systéme prenant en t, la valeur (g, zo) est équivalent a se donner une solution
de I'équation & = fy,(t,x) prenant en tq la valeur .

Inversement, on peut d’ailleurs déduire le théoréme 3 du théoreme 4 (il suffit
pour cela de considérer xy comme un parametre).

Il existe aussi des résultats de différentiabilité des solutions en fonction de pa-
rametres (ou des conditions initiales). Je renvoie a [D], p. 285 et suivantes.

4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES AUTONOMES

Il s’agit du cas ou la fonction f de (1) ne dépend pas du temps ¢. On dit qu'une
telle équation est autonome. C’est le cas par exemple des équations différentielles
linéaires a coefficients constants & = Ax.
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Toute équation différentielle peut en fait se ramener a une équation de ce type en
considérant le temps comme une variable de position supplémentaire : on considere
alors le systeme différentiel

{m' = f(t,x)

t = 1

C’est cependant un point de vue qu’il est intéressant de considérer a part. Il est
pratique de considérer la fonction f : 2 — R”™ comme un champ de vecteurs dans
2 : on se donne en chaque point de €2 un vecteur f(z), et on cherche une courbe
t — 7(t) dont la dérivée (la witesse) en chaque point soit le vecteur donné en ce
point.

La premiere remarque essentielle est que si ¢t — 7(t) est une solution (maximale)
de

(12) &= f(x)
alors t — y(t+1%p) est une solution (maximale) de cette méme équation. En d’autres
termes, le temps ne joue aucun role. On peut ne considérer que des conditions
initiales du type v(0) = xo.

On supposera toujours la fonction f de classe ! (ou simplement localement lip-
schitzien). Le théoreme de Cauchy-Lipschitz entraine qu’il existe, pour tout x € €,
une unique solution maximale prenant en 0 la valeur . On la note traditionnellement

oz, ) : I, =

On appelle orbite de x I'image de cette application. On dit que le champ de vecteurs
f est complet si on a I, = R pour tout x € €. Des exemples de champs complets
sont donnés dans les exercices 12 a 15. Des exemples de champs qui ne sont pas
complets (avec 2 = R™) sont donnés dans les exercices 2, 3 et 9.

Un point z de € pour lequel f(x) = 0 est dit singulier. Son orbite est réduite a
{z}. On dit aussi que z est un point d’équilibre.

L’application ¢ est définie sur un sous-ensemble ouvert Z de Q2 x R (le champ
est complet si Z = Q x R). Elle est continue (théoreme 3) et vérifie

p(2,0) =z %0 1) = (ol )

On l'appelle le flot du champ de vecteurs f.

Exemple 2. Le flot d'une équation différentielle linéaire a coefficients constants
T = Az est donné par

o(x,t) = ez

Exercice 11. Déterminer le domaine de définition du flot de I’équation autonome
i = 2?2 étudiée dans lexercice 2.



EQUATIONS DIFFERENTIELLES 13

Proposition 2 (Formule du flot). Sit, € I, et ty € Iyuy,), on aty +ty € I, et
Pzt +t2) = p(p(, t1), t2)

En particulier, si le champ de vecteurs est complet, pour chaque t € R, l'application
o 2 x> @(x,t) est un homéomorphisme de ) d’inverse p_;. On a de plus pg, 14, =
Ot 0P, . En d’autres termes, lapplication t — ¢, est un homomorphisme de groupes
de (R, +) dans le groupe des homéomorphismes de ).

DEMONSTRATION. L’application ¢ — (z,t; + t), définie sur I, — t;, est solution
(maximale) de I’équation (12) et vaut ¢(z,t;) en 0. C’est donc p(¢(x,t1), ). O

Proposition 3. a) Soient x un point de Q2 et 0, C Q son orbite. Soit 'application
o(x,-) : I, = O, est injective (la trajectoire ne repasse jamais deux fois par le méme
point), soit I, = R et o(x,-) est périodique.

b) Les orbites forment une partition de Q (en d’autres termes, étre dans la méme
orbite est une relation d’équivalence).

DEMONSTRATION. S'il existe t; < ty tels que ¢(z,t1) = ¢(z,t3), la formule du flot
donne, si t € I,
p(x,t) = p(p(a,t1),t — t1) = p(p(x, t2), T —t1) = p(x, T + 12 — t)

et t +ty —t1 € I,.. Ceci prouve a).
Siy € 0,,onay=¢(xt)donc z = p(y,—t) = p(o(x,t),—t) et x € O,. De
méme, si z € Oy, on a z = ¢(y,u) donc z = p(p(x,t),u) = p(x,t +u) et z € 0,. O

Exercice 12. On considere le systéme différentiel

{a'r = —y@@®+y?)
io= a4y

a) Dériver 2% + y?. En déduire que le champ est complet.
b) Transformer ce systéme en coordonnées polaires et le résoudre. Quelles
sont les orbites ?

Exercice 13. On considere le systéme différentiel autonome
T = 2y
g = —2x—4a3
a) Montrer que la quantité x> + y? + z* est constante sur les orbites. En

déduire que le champ est complet et que les orbites sont périodiques.
b) Soit e > 0. Méme question pour le systeme différentiel

T = 2y
y = —2x—42% — ey
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Exercice 14 (Proies et prédateurs (modele de Volterra)). On considére le systéme
différentiel autonome
r = ar—cxy
{y = —by+dxy
dans Uouvert (R7*)2, ot a, b, c et d sont des réels strictement positifs.
a) Quels sont les points d’équilibre ?
b) Trouver une fonction de x et y constante sur les orbites (on pourra la
chercher sous la forme f(z) + g(y)).
c) En déduire que le champ est complet et que les orbites sont périodiques.
Dessiner approximativement les orbites.

Exercice 15 (Pendule simple). On considére I’équation différentielle du second
ordre (dite du pendule simple)

I = —ksinx

avec k > 0.

a) Transformer cette équation en une équation différentielle autonome du
premier ordre dans R?. Quels sont les points d’équilibre ¢

b) Trouver une fonction constante sur les orbites (on pourra la chercher sous
la forme f(x)+ g(x)). En déduire que le champ est complet.

c¢) Déterminer les orbites. Déterminer la période des orbites périodiques sous
forme d’une intégrale.

5. STABILITE DES SOLUTIONS

On veut ici étudier le probleme suivant relatif a une équation différentielle au-
tonome & = f(x) : étant donné un point d’équilibre xq, c’est-a-dire un point x, tel
que f(zo) = 0, les orbites qui passent pres de z restent-elles proches de xy dans le
futur ?

On formalise cela de la facon suivante.

Définition 1. Le point d’équilibre xy est stable si, pour tout € > 0, il existe § > 0
tel que, si ||z — xo|| <9, on ait ||p(z,t) — xo|| < € pour tout t > 0.

En particulier, la trajectoire future est confinée dans un compact, donc est définie
pour tout temps positif.

Exemples 3. (1) L’origine est un point d’équilibre stable du champ de vecteurs

sur R2. En effet, la fonction (x,y) — 2% + 2y* est constante sur les orbites, qui sont
donc contenues dans des ellipses.
(2) L’origine est un point d’équilibre instable du champ de vecteurs

f(ﬂ:,g/) = (—l’,y)
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sur R?%. En effet, le flot est donné par p(z,y,t) = (e tx, e'y) et siy # 0, la trajectoire
future part a l'infini.

Exercice 16. Caractériser les matrices (constantes) A pour lesquelles l'origine
est un point d’équilibre stable du champ f(z) = Ax.

Définition 2. Le point d’équilibre xo est asymptotiquement stable sl est stable et
sl eziste un voisinage U de xq tel que, pour tout x € U, on ait
li t) =
Jim pla.t) = oo
Contrairement a ce qu’on pourrait penser, la deuxieme condition seule n’entraine
pas nécessairement la stabilité : il peut arriver que les trajectoires s’éloignent d’abord
de xg avant d’y revenir.

Exercice 17. Caractériser les matrices (constantes) A pour lesquelles 'origine
est un point d’équilibre asymptotiquement stable du champ f(x) = Ax.

De la méme facon que les barrieres et les entonnoirs de ’exercice 5 servaient a
confiner les trajectoires des solutions d'une équation différentielle en une variable
dans une région du plan, nous allons donner un critere qui assure la stabilité de
certains champs de vecteurs, c’est-a-dire le confinement des orbites proches d’'un
point d’équilibre dans une petite boule.

Théoreme 5. Soit ¢ un point d’équilibre d’un champ de vecteurs f. On suppose
qu il existe une fonction de Lyapounov au voisinage de xq, c’est-a-dire une fonction
réelle L définie et de classe €' au voisinage de xq, qui admet un minimum strict en
Xo, et qui vérifie

(13) (grad L(x), f(z)) <0

pour tout x # xg. Alors xy est asymptotiquement stable.

On rappelle que le gradient d’'une fonction L de classe ¢! dans un ouvert de R
est le vecteur 5 5
L L
radL=(—,..., —
La condition (13) entraine que la fonction L décroit strictement avec le temps le
long des orbites (autres que {z¢}).

DEMONSTRATION. On peut toujours supposer L(zg) = 0 et L définie sur un voi-
sinage compact U de xg. Soit € un réel strictement positif tel que la boule ouverte
B = B(xy, ¢) soit contenue dans U. La fonction L est alors continue et strictement
positive sur le compact U - B donc y atteint son minimum b > 0. En particulier, le
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fermé U,, = L~*([0, 1]), voisinage de zo (par continuité de L), est contenu dans B
pour tout m > 1/b.

Soit © € U, avec © # xp, cest-a~dire 0 < L(x) < 1/m, et m > 1/b. La
trajectoire future (¢(x,t)):>o ne peut rencontrer le bord dB car L décroit le long de
cette trajectoire, tandis qu’elle ne prend que des valeurs > b sur dB. Le théoreme
des valeurs intermédiaires entraine que la trajectoire future de x reste confinée dans
B. Comme ¢ est arbitraire (petit), nous avons montré que le point d’équilibre xq est
stable.

D’autre part, la fonction ¢ — L(¢(x,t)) étant décroissante et strictement positive
admet une limite a qui vérifie 0 < a < L(z) < 1/m. Nous allons montrer que la
fonction t — p(z,t) tend vers zo quand ¢ tend vers +oo. Si ce n’est pas le cas, il
existe par compacité de U une suite (¢,) tendant vers +oo telle que la suite (p(z,t,)),
tende vers un point x; # xo de U. Ce point vérifie 0 < L(z1) = a < 1/m, donc est
dans U,,. Pour tout ¢t > 0, on a, par continuité de ¢ et de L,

Liplar, ) = lim Lip(e(e,,),0) = lim Lig(a,t+ 1) =a = Lz)

ce qui contredit le fait que L est strictement décroissante le long des orbites. La
fonction ¢t — ¢(z,t) tend donc bien vers zy quand t tend vers 400, ce qui termine
la démonstration de la stabilité asymptotique de x;. O

Exercice 18 (Pendule avec frottement). On considére l’équation différentielle du
second ordre
T = —ksinzr — az

avec k>0 et a > 0.

a) Transformer cette équation en une équation différentielle autonome du
premier ordre dans R?.

b) Trouver une fonction de Lyapounov pour le champ de vecteurs associé
(s’inspirer de l’exercice 15). En déduire que le champ est complet et trouver les
points d’équilibre asymptotiquement stables.

Exercice 19. a) Soit A une matrice (constante) dont toutes les valeurs propres
ont des parties réelles strictement négatives. Montrer que la fonction

+oo tA12
L(z) = /0 et 2 dt

est une fonction de Lyapounov pour le champ de vecteurs x — Ax.

b) Soit f un champ de vecteurs de classe €. Montrer que tout point d’équilibre
xo de f en lequel toutes les valeurs propres de la différentielle D f(xzg) ont des par-
ties réelles strictement négatives est asymptotiquement stable (on pourra montrer
que la fonction L construite en a) avec A = D f(x) est encore une fonction de
Lyapounov pour le champ [ au voisinage de xg).

c¢) Appliquer b) a l’équation du pendule avec frottement de l’exercice précédent.
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Exercice 20 (Champ de gradient). Soient 2 un ouvert de R™ et f : 2 — R une
fonction de classe €2. On considére le champ de vecteurs grad f : Q@ — R™. Soit
vt T [ = Q une solution mazimale.

a) Montrer que la fonction t — f(y(t)) est croissante. Quelles sont les solu-

tions constantes ¢ Quelles sont les solutions périodiques ?

On suppose maintenant que pour tout ¢ € R, l'ensemble Q. = {x € Q | f(x) >

¢} est compact.

b) Montrer t+ = +oo0.
c) Soit ¢ le flot du gradient. Soit zo € 2 et soit (t,,) une suite tendant vers

+oo telle que ((xo,tm)) converge vers un point a de Q. Montrer que l'on a

fla) = Stggf(so(xo,t))

et que a est un point critique de f.

On suppose de plus que la fonction f n’a qu’un nombre fini de points critiques.
d)Montrer que y(t) tend vers un point critique de f lorsque t tend vers +oo.
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