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SUR LES VARIETES ABELIENNES DONT LE DIVISEUR
THETA EST SINGULIER EN CODIMENSION 3

OLIVIER DEBARRE

Introduction. Dans leur article [A-M], Andreotti et Mayer introduisent les
sous-ensembles suivants de l'espace des modules &/, des variétés abéliennes
principalement polarisées de dimension g: pour 0 < k < g — 2, A# est le lieu
des variétés abéliennes principalement polarisées (A4, ©) avec dim Sing © > k.

S1 on note £, C &, le lieu des jacobiennes des courbes lisses de genre g, leur
résultat principal peut s’énoncer ainsi:

THEOREME (Andreotti-Mayer). Pour g > 4, [’adhérence jg de ¢, dans o,
est une composante irréductible de N2 ,.

Les ensembles A8 seront étudiés aussi par la suite par Beauville dans [Be 1].
Si on note 6, , le lieu des variétés abéliennes principalement polarisées (4, ©)
de dimension g avec ® symétrique telles que Sing © contienne un point d’ordre
2, il montre par exemple:

THEOREME (Beauville). Le diviseur Ny de o/, a deux composantes irré-
ductibles, a savoir 2, et 0, ,.

Il étudie aussi A7}’. Sa méthode consiste & généraliser la construction classique
des variétés de Prym en permettant des courbes singuliéres. En particulier, toutes
les variétés abéliennes principalement polarisées de dimension au plus 5 sont
alors des variétés de Prym généralisées, pour lesquelles on a une description
géométrique.

Mumford utilisera plus tard A48, dont Beauville a remarqué dans [Be 1] que
C’est un diviseur de &/, pour montrer dans [Mu 1] que &/, est de type général
pour g > 7.

Smith et Varley ont montré dans [S-V] le résultat suivant:

THEOREME (Smith—Varley). Le diviseur A} de /5 a deux composantes
irréductibles, dont I’une est 0, s.

Enfin, Beauville et moi-méme avons montré dans [B-D] le résultat suivant
(rappelons que chacune des propriétés (1), (ii), (iil) ci-dessous est satisfaite par les
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222 OLIVIER DEBARRE

jacobiennes de courbes):

THEOREME (Beauville-Debarre). Si une variété abélienne principalement
polarisée (A, ©) satisfait a I’une des propriétés suivantes:
(1) 1l existe trois éléments non nuls a, x et y de A, distincts deux & deux,
vérifiant: © - 6, C 6, U ©,.
(1) L’hypothése de Novikov est vérifiée.
(1) La variété de Kummer associée admet une trisécante.
Alors (A, ©) est dans N8 ,, avec g = dim A.

Ce résultat justifie une étude plus approfondie des ensembles 4% ,, qu'on
entreprend ici pour g > 5.

Le point de départ est le théoréme 4.10 de [Be 1], qui dresse la liste de toutes
les variétés de Prym généralisées qui sont dans 4% ,. La construction tétragonale
de Donagi permet de réduire cette liste ([Do], 7.2). Ensuite, en utilisant la
méthode d’Andreotti et Mayer ([A-M], 5.4.3, 5.4.5) ou les dégénérescences de
rang 1 des variétés abéliennes ({[Mu 1], 5.6.1), on montre que les familles ainsi
construites sont des composantes irréductibles de A% ,. Ceci constitue la premiére
partie de cet article. On montre aussi (cf. [We 1]):

THEOREME (5.2.5). Pour g > 6, les variétés de Prym sont dans N5 4.

Ce résultat sera précisé dans un article ultérieur, dans lequel nous montrerons
que pour g > 7, ’ensemble des variétés de Prym est une composante irréductible
de A2 .

Il apparait que certaines variétés de Prym qui sont dans NE 4 sont des cas
particuliers d’une construction trés simple, qui fait ’objet de la seconde partie.

Cette construction (cf. §9) permet d’associer a toute paire de variétés abéliennes
polarisées de méme type & (cf. §1), et de dimensions respectives g’ et g”’, une
variété abélienne principalement polarisée isogéne a leur produit, donc en par-
ticulier de dimension g’ + g”. On note .sa/g‘?, g 1a sous-variété de &, . ainsi
construite.

Pour g” > deg8, &) . est une sous-variété de A% ,.,; et en est
méme une composante 1rreduct1ble dans certains cas (cf. 12. 5) On obtlent ainsi
de nouvelles composantes de A2 ,, A2 ¢ et N 24

. . e g .
On obtient aussi le résultat annexe suivant:

THEOREME (10.12). Soit (A, ©) une variété abélienne principalement polarisée
générique de dimension g > 2. Alors, pour tout élément de torsion non nul a de A,
O - O, est lisse de codimension 2, irréductible pour g > 3. En particulier, si O est
symétrique, les seuls points de torsion sur © sont d’ordre 2.

Nos résultats sur 4%, peuvent se résumer ainsi:

THEOREME (4.1, 12.5, et 13.2). Pour g > 5, les sous-ensembles suivants de <,
sont des composantes irréductibles distinctes de NE

® 1.’ adhérence du lieu des jacobiennes des courbes lzsses de genre g. Sa dimension
est 3g — 3.
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® L’adhérence &, du lieu des variétés de Prym correspondant aux revétements
doubles admissibles des courbes obtenues a partir d’une courbe hyperelliptique lisse
de genre g — 1 en identifiant deux paires de points. Sa dimension est 2g.

® L’adhérence &, du lieu des variétés de Prym correspondant aux revétements
doubles admissibles des courbes réunion d’une courbe rationnelle et d’une courbe
hyperelliptique lisse de genre g — 2 se coupant en 4 points. Sa dimension est
2g — 1.

e Les familles </, 2g . pour 2 <t < g/2, de codimension 1(g — t) dans .

Toutes ces composantes, a part / sont dans 8,,; , (5.2.3, 12.6).

De plus, pour g = 5, on obtient les 5 composantes irréductibles de A7’ A
savoir Zs; & o, &5 14 et &, 4, (produits de deux variétés abéliennes de
dimensions 1 et 4), de dimensions respectives 12, 10, 9, 9, et 11.

En conclusion, on peut dire que beaucoup de problémes restent ouverts dans
I’étude des ensembles A%, en particulier celui de trouver toutes les composantes
de A2, pour g > 6.

Je tiens & remercier A. Beauville de 'aide et des encouragements qu’il m’a
apportés, ainsi que de l'intérét qu’il a manifesté pour ce travail. Je remercie aussi

R. Donagi des explications qu’il m’a données sur un point particulier de cet
article.

Terminologie et notations. On travaillera uniquement sur le corps C des
complexes. Une variété est un schéma réduit de type fini sur C. Un point d’une
variété sera toujours un point rationnel sur C. Si F est un faisceau cohérent sur
une variété projective X, on notera h'(X, F) = dim H'(X, F)pour i > 0. Si F
est de plus inversible, on note | F)| le systéme linéaire des diviseurs effectifs D de
X tels que 0,(D) = F et ¢,;0 X-——>PH®(X, F)V Papplication rationnelle
associée si h°( X, F) >

1. Variétés abéliennes. Pour toute variété abélienne 4, on désigne par 4[2] le
noyau de la multiplication par deux. On notera 4 = PlCOA le groupe des classes
d’isomorphisme des faisceaux inversibles sur A4 algébriquement équivalents a 0.
C’est une variété abélienne appelée variété abélienne duale de A ([Mu 6], page
74). A tout morphisme f: 4 — B, on associe de fagon fonctorielle un morphisme
dual f: B —» A.

Pour a € A, on note 7, 'automorphisme x — x + a de 4. Pour tout faisceau
inversible L (resp. diviseur D) sur A4, on écrira L, = 7*_ L (resp. D, = 7* (D)
=D + a).

Tout faisceau inversible L définit un morphisme de groupes ((Mu 6], page 59):

¢L:A—->/f
a-»L,® L™!

dont le noyau est noté H(L) = {a € A|L = L,}.
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L’ensemble (L) = {(a, a)|a € 4, a: L > L,} admet une structure de groupe
naturelle (([Mu 5], page 289) pour laquelle on a une suite exacte:

(1.1) 1-C*- 9(L) 2> H(L) - 0.
On définit une application bilinéaire alternée par:
el: H(L) x H(L) - C*

(x1, x3) = % - %y - {1 - %51 ou P(fj) = Xj-

Par exemple, si L € Pic’4 alors H(L) = A ([Mu 6], page 74), (L) est un
groupe commutatif et el =

A Topposé, si L est ample, H(L) est fini, le centre de Z(L) est C* et e’ est
non-dégénérée ([Mu 7], Theorem 1, page 293). Il existe une suite d’entiers
0=(dy,...,d), k<g,1<d|d,| - |d,, appelée type de L, telle que la suite
(1.1) soit 1somorphe a ([Mu 5], Corollary, page 294):

1-C*—> %) > H(8)-0

—

K(8) = ézm,.z, K(3)

Hom(K(8),C*)

—

H(8) = K(8) @ K(8), 9(8) =C* x K(8) x K(3)

avec (a, x, 1) - (o, X', I") = (aa'l'(x), x + x', II').
L’entier d = d, ... d, est le degré de L et vérifie, avec g = dim A:

(1.2) Vn,i>0 h°A4,L°")=dn%, h(4,L®")=0.
(1.3) SiL=0,(D), D¢=d-g!.
(1.4) d? = Card H(L) = Degré ¢, .
On notera ~ Déquivalence algébrique entre faisceaux inversibles sur A.

Toutes les constructions précédentes, & savoir ¢,, H(L), ¢(L), e’, ne dépendent
que de la classe d’équivalence algébrique de L.

Si L est ample, les faisceaux inversibles équivalents & L sont les translatés L ,
pour a €lément de 4. Une polarisation de type 8 sur A4 est une classe d’équiva-
lence de faisceaux inversibles amples de type 8. Par abus de langage, on notera
encore L la polarisation définie par la classe de L. Une polarisation principale est
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une polarisation L de degré 1. On notera alors généralement O le seul élément de
|L| (cf. 1.2), défini donc & translation prés.

Si (A, L,) et (A,, L,) sont deux variétés abéliennes polarisées, on notera
L, ® L, la polarisation pr*L; ® prL, sur 4, X 4,, ou pri: A, X4, 4,
J = 1,2, sont les deux projections.

On pose #, = {1 € A, (C)|7 symétrique et Imr définie positive}. Pour
tout “type” 6 = (d,,...,d;), As est la matrice diagonale g X g de diag-

onale (1,...,1,d,,...,d,) et J; est la matrice ( (L AO“). Le groupe I‘g(8) =
— s

(M € GL,(Z)|'MJzM = J;) agit sur 5, Le quotient ./, , est un espace
analytique normal irréductible quasi-projectif de dimension (g; 1), qui est un

espace de modules grossier pour les variétés abéliennes polarisées de dimension g
et type § ([Ig 2)).
Les fonctions 0[‘;](2, 7) sont définies pour ¢, b € R% z € C8 r € #, par:

0[;](2, )= Y exp m’['(n +a)r(n+a)+2(n+a)(z+ b)]

nezs

Si (A4, L) est la variété abélienne polarisée de type § correspondant & 7 € H#,
une base de H%(4, L) est donnée par:

(1.5) {0[6](-,T)|reAglzg/zg}.

2. Courbes. Une courbe est une variété projective C de dimension 1. Son
genre est défini par g(C) =1 — x(0.). On ne considérera que des courbes
connexes avec au plus des points doubles ordinaires comme singularités. La
jacobienne JC de C est un groupe algébrique lisse commutatif dont les points
sont naturellement identifiés aux classes d’isomorphismes de faisceaux inversibles
sur C dont la restriction & chaque composante de C est de degré 0. Ce groupe JC
est extension de la jacobienne JN de la normalisée N de C, qui est une variété
abélienne principalement polarisée, par un tore. La dimension de JC est g(C).
On note aussi Pic(C) le groupe de Picard de C.

Si C est irréductible, on désigne par Pic?(C), pour d € Z, le groupe des classes
d’isomorphisme de faisceaux inversibles de degré d sur C, de sorte que Pic®(C)
est JC.

Pour g>1, on note ¢, C .o/, le lieu des jacobiennes de courbes lisses
connexes de genre g.

Un revétement double #: C — C de courbes projectives lisses connexes est un
morphisme fini de degré 2. Sa donnée est équivalente a celle de la classe d’un

diviseur & sur C non équivalent 4 0 et d’un diviseur lisse A € |28].
On a:

Oz = O & (DC(—S)

VL€ Pic(C) H(C,n*L)=H'(C,L) ® H(C,L ® 0.(—8)).
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Premicre partie: Les variétés de Prym de A47%_,

3. Rappel des résultats de Beauville. Commencgons par rappeler briévement la
construction des variétés de Prym, en suivant les grandes lignes de [Mu 2].

Si 7: C = C est un revétement étale de degré deux de courbes projectives
lisses connexes, on a une application norme entre les jacobiennes de ces courbes
notée Nm_: JC — JC ([EGA], 11.6.5). Son noyau a deux composantes connexes
et la variété de Prym P associée au revétement 7 en est par définition la
composante neutre. La polarisation principale de JC induit le double d’une
polarisation principale sur P.

De fagon plus globale, si on désigne par %’g .1 lespace des modules des
courbes C projectives lisses connexes de genre g + 1 munies d’un tel revétement
7, alors .%g ., est irréductible de dimension 3g et on a une application Prym:

P R, —> o,

Beauville a étendu dans [Be 1] la construction des variétés de Prym a certains
revétements de courbes singulieres, afin de prolonger I’application Prym en une
application propre.

Il définit un revétement admissible (de degré 2) comme étant un morphisme :
C — C de degré 2, ou C et C sont des courbes projectives connexes avec au plus
des points doubles ordinaires comme singularités. On suppose de plus que
Pinvolution o de C associée satisfait a:

(1) Les seuls points fixes de o sont des points doubles de C et les deux
branches ne sont pas échangées.

(2) Le nombre de points doubles échangés par o est égal au nombre de
composantes de C échangées par o.

On désigne par JC et JC les jacobiennes généralisées de C et C (cf. 2). Ce
sont des groupes algébriques lisses, extensions d’une variété abélienne par un
tore. Il y a encore une application norme ([EGA], 11.6.5) et P = (Ker Nm)° est
une variété abélienne principalement polarisée, appelée variété de Prym associée
au revétement 7. Sa dimension est g(C) — 1.

De nouveau, si on désigne par #,,, l'espace des modules des revétements
admissibles des courbes stables de genre g + 1, on a une application:

Pr:%#,,1 =,

qui étend Pr° et qui est propre ([Be 1], [D-S)).

L’application Pr est surjective pour g < 5 ([Be 1]) et génériquement injective
pour g > 6 (JF-S 2]).

Dans le théoréme 4.10 de [Be 1], Beauville fait, pour g > 5, la liste des
revétements admissibles qui sont dans Pr‘l(JV;g_ 4) et qui satisfont a deux
conditions supplémentaires: la condition (*) de la page 157 de loc. cit. et la
stabilité de la courbe C (cf. [D-M)], page 76). Il ressort de 4.11.3 et 5.4 de [Be 1]



VARIETES ABELIENNES 227

que les variétés de Prym associées aux revétements de cette liste recouvrent
(ANE 4 — j — ) N Pr(Z,, ), ob P désigne I'ensemble des éléments de A,
produ1ts de deux variétés abéliennes non triviales.

Cette liste en question se décompose en les familles suivantes d’éléments de
#,+1 (comme dans [Be 1], une courbe hyperelliptique est une courbe connexe,
revétement de degré 2 de P!):

1. La courbe C est superelliptique, c’est-a-dire qu’il existe un morphisme de
degré 2, p: C —» E de C sur une courbe stable de genre 1. Le groupe de
Galois de pm: C — E est le groupe diédral D,. La famille % ; obtenue est
de dimension 2g. N

2. La courbe C est superelliptique, mais le groupe de Galois de p7: C — E est
(Z/2)% On a un diagramme commutatif:

SN,
l

IV

La famille &/, , est la famille des revétements pour lesquels g — 7 + 1 =
g(C") > g(C’) =1+ 1 (cf. 3.1). Elle est de dimension 2g et I’entier ¢ prend
les valeurs 0,1, ...,[g/2].

3. La courbe C est obtenue a partir d’'une courbe hyperelliptique de genre g — 1
en identifiant deux paires de points. La famille £’ z+1,0 obtenue est de
dimension 2g + 1.

4. La courbe C est réunion d’une courbe rationnelle et d’une courbe hyper-
elliptique de genre g — 2 se coupant en 4 points. La famille /£’ 21,1 Obtenue
est de dimension 2g.

5. La courbe C est réunion d’une courbe de genre 1 — 1 > 1 et d’une courbe de
genre g — ¢ — 1> ¢ — 1 se coupant en 4 points. Les famllles obtenues, pour
2 <t < g/2, sont notées ;.1 Elles sont de dimension 3g — 4.

6. Dans le cas ol g =5, C est réunion d’une courbe rationnelle coupant une
courbe de genre 3 en les 4 points d’un diviseur canonique. La famille 7’
obtenue est de dimension 9.

7. Dans tous les autres cas cités par Beauville, la variété de Prym obtenue est une
Jacobienne. (Le seul cas restant, a savoir le cas e) des revétements “pairs” des
quintiques planes est traité dans [Be 2], [Ma], [Tj 1], [Tj 2].)

Remarque 3.1. Ces familles ne sont pas fermées dans # g+1- S1 F est 'une

d’elles (£, 1; ng’ﬂ s 1, ou Jg'), on notera F son adherence dans Z, ;.

Il est facile de voir que le sous- ensemble de &’ formé des revétements C —» C
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pour lesquels
(a) pour les cas 1 et 2, C et E sont lisses connexes;
(b) pour le cas 3, 1a normalisée de C est connexe de genre g — 1;

(¢) pour les cas 4, 5, 6, C a deux composantes irréductibles qui sont lisses
est dense dans #'. On le notera .

D’autre part, toutes ces familles sont irréductibles. Faisons d’abord la remarque
suivante. Soit ¥ — S une famille irréductible de courbes lisses. Pour tout entier
d>1,o0nnote €= Fxg -+ X% (d fois) et F¢ = Pic’(¢/S) le schéma de
Picard relatif en degré d. On a un morphisme canonique %¢ — £ Soit m:
F¢ > #2¢ le morphisme induit par I'élévation au carré. Alors le S-schéma
Fé Xgra €29 est irréductible puisque la fibre de tout point de S est irréductible
de dimension 2d (cf., par exemple, Ex. G.8, page 202 de [ACGH]). On en déduit
aussitdt lirréductibilité de &, ,, (irréductibilité de la famille des courbes
elliptiques avec structure de niveau 2 et remarque précédente avec les courbes
elliptiques et d = g), celle de &, ,, 0 <1 < g/2 (remarque précédente avec les
courbes elliptiques et d = ¢, g — 1), celle de 5, ,, t = 0,1 (courbes hyperellip-
tiques de genre g — 1, g — 2 et d = 2) et celle de ¥, ,, 2 <t < g/2 (courbes
de genre ¢t et g — t avec d = 2). L’irréductibilité de 7, se montre de fagon
analogue, celle de &,,; découle de lexistence d’une application dominante
H, 11,0 > F5+1 [ournie par la construction tétragonale (7.2.4).

4. Enoncé des résultats. Le théoréme ci-dessous rassemble les résultats de la

premiére partie et mentionne aussi les paragraphes ou l'on peut trouver les
démonstrations.

THEOREME 4.1. Pour g > 5, on a:

(i) &0 =Pr(ZF,1,0) =Pr(F,, | o) = Pr(F,, ) (¢f. 7.2.3, 7.2.4) est de dimen-
sion 2g dans o, (cf.5.4.2). C’est une composante irréductible de N 2 , (cf.5.4.5)
qui contient les jacobiennes hyperelliptiques (cf. 7.1.2).

1) &, =Pr(F,11) = Pr(t, 1) (¢f. 7.2.3) est de dimension 2g — 1 dans
o, (cf. 5.4.2). C’est une composante irréductible de N5, (cf. 5.6.1, 8.2) qui
contient les jacobiennes superelliptiques (cf. 5.5.3, 7.1.2). On a aussi Pr(Jy) C &5 ,
(cf. 6.2).

(i) Pour 2<t<g/2, ona P&, )CPiCGF,,, )2, (cf. 723,61
et 9.3 pour la définition de 2?2, _)).

(iv) On a ainsi, avec f,, 2 + [g/2] composantes irréductibles (cf. 12.5) dis-
tinctes (cf. 8.1 et 8.2) de N 2 ,.

On en déduit immédiatement (cf. 8.2) que 47’ a 5 composantes irréductibles,
a savoir Z; 4 s 65 et 75, de dimensions respectives 12, 11, 10, 9, et 9
(&7, 4 désigne 'ensemble des variétés abéliennes produit d’une courbe elliptique
par une variété abélienne de dimension 4).

Toutes les égalités apparaissant dans le théoréme entre les images par I’applica-
tion Pr de certaines familles de la liste de Beauville, c’est-a-dire tous les résultats
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de notre section 7, sont dues a Donagi ([Do]). Cependant, il fait erreur sur la
dimension de &% , et oublie &/, , et 'inclusion Pr(Jg) C & ;.

5. Etude des familles &

g+Lr

3.1. Notations. On est dans la situation suivante (cf. 3.1): la courbe C est
lisse de genre g + 1 > 6. Il existe une courbe elliptique lisse £ et un morphisme
de degré 2, p: C — E auquel on associe sa ramification A = P, + - - - + P,, sur
E, & € Pic3E tel que A = 2§, et une involution 7 de C. Il existe un diagramme

commutatif:
¢
N
C c’ c”
xlp, 4
E
On note:
g(C")=g—t+1>g(C)=1t+1.
Au morphisme p’ sont associés sa ramification A’ = P, + --- +P,,, 8’ € Pic'E

tel que A’ = 2§, et une involution 7" de C’.
A p” sont associés A” = A — A’, §” = § — &' et une involution r’ de C”.
Soient @, ..., Q,, les points de ramification de p sur C. Le morphisme étale 7
est associé A I’élément suivant d’ordre 2 dans Pic°C:

n=Q;+ - + 0, —p*é’' = Qppprt+ - +Q2g — p*o”.
On note o linvolution sans point fixe de C induite par «. Le morphisme 7’

(resp. w”) est ramifié sur p"*(A”) (resp. p’*(A")) et induit une involution ¢’ (resp.
6" = o0’) sur C.

5.2. Etude du lieu singulier du diviseur théta. La variété de Prym (P, E)
associée & m peut €tre définie par ((Mu 2], Proposition page 242):

P = (L € Pic’C|Nm L = w¢, h°(L) pair)
E={LePhr(L)>2}.

L’involution x — —x de P est alors L — ws® L™ et le diviseur = est
symeétrique.
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ProrOSITION 5.2.1. On a:
= = {w'*L' ® w”"*L"|L' € Pic’'C’, L"” € Pic8™'C”, hO(L’) > 1, hO(L") =1,

Nm,L" ® Nm ,.L" = 0(8)}.

Démonstration. Soit L € Z. On considére #,: |L| = |w.|. Comme
dim|L| > 1, son image rencontre 'hyperplan p*|d| de |w.|, et:

3De |L| mD=p*M avec M € |§].

On peut alors écrire D = #’*D’ + «#”*D” avec D’ et D” effectifs. L’espace = est
P P
donc recouvert par les fermés:

Z,= {=™0(D’) ® n"*0(D"”)|D’ (resp. D") diviseur effectif de degré ¢ + a
(resp. g — t — a) vérifiant p, D’ + p{/D" =8},

pour —t<a<g-—1
Or, pour L € Z,_,ona:

h°(L) = h%(a'*0(D")) = h°(D’) + h°(D’ — p'*8")
=ho(D)+ h%(K. — D' +p*8")+t—g
=hn(D)+n(p*8—-D)+t—g
=n(D’) + B°(+'*D") +t —g=2h°(D) +1t— g.

On déduit de [Mu 3], page 187, que:
Z,C P < g est pair.

On remarque alors que pour |a| > 2, on a par Riemann-Roch h°(D’) > 2 ou
h°(D") > 2. Or on a:

dim Z, < dim|8| — min (dim|D’| + dim|D"}),
Lez,

doncdim Z, < g — 1 = dim = pour |a| > 2. Le diviseur = est donc égal a Z;,. B

Le lieu singulier du diviseur = est réunion des deux ensembles suivants
((Mu 2], §6):

{LeZ|r°(L) > 4}
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et
{LEE|L=7*M® Navec M € PicC, N € PicC, h°(M) > 2, h%(N) > 1}.

Les points du premier ensemble seront dits singularités stables (elles existent sur

toute variété de Prym de dimension au moins 6 par 5.2.5), ceux du second,

singularités exceptionnelles (elles n’existent pas sur une variété de Prym générale).
Une singularité peut bien siir étre & la fois stable et exceptionnelle.

PROPOSITION 5.2.2.  On suppose qu’on est en un point générique (cf. 5.2.9) de
Fy+1,: €t que g = 5. Alors:
(i) Le lieu singulier de = est réunion de V, W_,, W,, W,, ot

V={#*L'®2"*L"|Nm L’ = 0(8'), Nm .L" = 0(5"),
RO(L) =2, k(L") > 2}
W,= {n"*L’ ® n"*L” ® f*M|L’ € Pic*~2*eC",
L” € Pics~'"274C" M € Pic’E, h°(L') > 1,

h°(L”) > 1,Nm L’ ® Nm,.L" ® M®2 = ¢(8)]}.

(ii) L’ensemble V est vide pour t < 2, non vide de dimension pure g — 6 et non
inclus dans W, pour t > 3. Ses composantes irréductibles sont au nombre de 4 pour
t=3,8=06;de2 pourt=3, g>6; del pourt > 3.

(i) L’ensemble W, est vide pour (t, g) = (2,5) ou (3, 6), irréductible de dimen-
sion g — 4 sinon.

(1v) L’ensemble W, est vide pour t < 1, irréductible de dimension g — 4 pour
t> 2. .

(v) L’ensemble W _, est vide pour t < 3, irréductible de dimension g — 4 pour
t> 4.

Remarque 5.2.3. Les singularités de = correspondant 3 un point générique de
chacun de ces ensembles sont stables pour V, exceptionnelles pour W, stables et
exceptionnelles pour W_, et W,.

D’autre part, tout ensemble W, non vide contient un élément d’ordre 2 de P
(prendre L’ (resp. L”) somme de points de ramification de p’ (resp. p")). Comme
= est symétrique (cf. début de 5.2), on en déduit que Pr(#; 1, ,) est contenu dans.
0,um, g (cf. introduction).
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On déduit de la proposition les deux résultats suivants:

COROLLAIRE 5.2.4. Sous les hypothéses de 5.2.2, Sing = est irréductible dans les
seuls cas suivants:

(i) t=00ul. OnaSing = = W,.

(ii) t=2etg=50naSing= =W,

COROLLAIRE 5.2.5. Pour g > 6 et toute variété de Prym (P, &) de dimension g,
on a dimSing = > g — 6.

Démonstration. 1l ressort de la proposition que pour g > 6 et (P, =) générique
dans Pr(%,,,), Sing = a une composante irréductible de dimension g — 6
correspondant & des singularités stables, & savoir V.

_Or il est connu ([Ha], [We 1]) que pour toute famille de revétements doubles
€ —» € — T, a laquelle correspond une famille de variétés de Prym £ — T,
I’ensemble:

U {singularités stables de =, }
teT

est soit vide, soit de codimension au plus 6 dans #. Or, si on prend une telle
famille contenant notre exemple, cet ensemble est de codimension 6 en un point
d’une fibre, donc se projette surjectivement sur 7. B

Remarque 5.2.6. 1l ressort de [We 1] et de 5.2.5 que pour une variété de Prym
générique (P, =) de dimension g > 6, Sing = est de dimension pure g — 6 et que
ses composantes connexes sont ses composantes irréductibles. Or une jacobienne
générique est simple, donc aussi une variété de Prym générique. On déduit de
[Ba] que, pour g > 12, Sing = est génériquement irréductible de dimension g — 6.

Démonstration de la proposition 5.2.2. On commence par la définition suivante.
Soit p: C — B un revétement double de courbes lisses, D un diviseur effectif sur
C. On dira que D est p-simple s’il n’existe pas de diviseur effectif E sur B tel que
D — p*E soit effectif. On a alors ([Mu 2}, page 338):

PropPOSITION 5.2.7. Soit p: C — B un revétement double de courbes lisses
associé a A, 8 (cf. 2); L un faisceau inversible sur B, D un diviseur effectif p-simple
sur C. On pose M = p*L ® O(D). On a alors une suite exacte de Ogmodules:

0— L - p,M—L®Oy(p,D—8)—0.

COROLLAIRE 5.2.8. Dans notre situation, on considere L = 7'*0(D’) ®
a”*@(D") ou D' et D" sont effectifs, D’ est p’-simple et Nm L = w.. Alors:

h°(C, L) <2h%(C”",D") + g —t — deg D".
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Démonstration. Le diviseur #’*D’ est «”-simple; donc la proposition 5.2.7
donne:

h°(L) < B°(D”) + k(D" + aym'*D’ — p'*§’).
Oron a p,D’ + p{D"” = §; donc:
D” + alm™*D’ — p"*§’ = D" + 1"*D" + p"*p, D’ — v"*D” — p’'*§’
=p"*(8 - &) — v"*D” = "*(K,. — D").

On en déduit par Riemann-Roch I'inégalité cherchée. m

Soit L un élement de = correspondant i une singularité de =. Par 5.2.1, on
peut écrire:

L =7[0(D') & p*0(F)] ® x"*[0(D") @ p*0(F")]

avec D', D", F', F” effectifs, D’ p’-simple, D" p”-simple et deg D’ + 2deg F’ =
t=g(C)—1,deg D" + 2deg F" =g — t = g(C"”) — 1.

Supposons d’abord cette singularité exceptionnelle non stable. Tout élément de
|L| s’écrit alors #*D + G, avec h%(D) > 2 et G w-simple. On décompose alors
D en somme d’un diviseur p-simple et de 'image inverse d’un diviseur effectif sur
E. Par 5.2.7, on est dans I'un des cas suivants:

(1) Il existe F de degré 2 sur E tel que p*F < D.On a alors F < F' + F” et
on est dans W_,, W, ou W,.

(it) D est p-simple, G = Oet p,D = 8. On aalors 7*D = 7'*D’ + a”*D", ce
qui n’est possible que si D’ < Ram p’ et D” < Ram p”. On en déduit:

|8] © puD = p D’ + p4D” < N + A” = A.

Pour exclure ce cas, on fera hypothése suivante, satisfaite génériquement sur
&

g+1,t:
(5.2.9) A n’est pas somme de deux éléments de |5].
Sans cette hypothése, il peut apparaitre un nombre fini de singularités

exceptionnelles isolées, qui sont des points d’ordre deux de P.
On suppose maintenant A% L) > 4. Si deg F’ > 1, le corollaire 5.2.8 donne:

4 < hO(L) < 2h%(D” + p"*F" + p"*F') — 2deg F',

soit h%(D” + p"*F" + p"*F’) » 3.
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On applique 5.2.7:
3<h(F + F’) + h°(piD"” + F + F’" — §")
< deg( F' + F”) + max(deg(F' — F”),0)
< 2max(deg F’,deg F"'),

de sorte que soit F’, soit F” est de degré au moins deux, et qu’on est soit dans
W,, soit dans W _,.

Le cas deg F”” > 1 se traite de fagon identique.

Si deg F’ = deg F”” = 0, le corollaire 5.2.8 donne h°(D’) > 2 et A°(D”) > 2.
Par ([We 2], 3.4), on est dans V.

Ceci termine la démonstration de la premiére partie de la proposition.

L’ensemble V est évidemment vide pour ¢ = deg L’ < 1. Pour ¢ = 2, il est vide
si C’ n’est pas hyperelliptique, ce qui est le cas génériquement. Les assertions sur
le nombre de composantes irréductibles découlent de [We 2], Proposition 3.6,
pour t > 5, de [Te] pour ¢ = 4 et, pour ¢ = 3, du fait que les deux gj de C’
(supposée non-hyperelliptique), image 1"un de l'autre par 7'*, satisfont & Nm P,g:{
= (@(8’) (utiliser 5.2.7). Enfin, ’ensemble V' n’est contenu dans aucun W,; en
effet, un élément générique s’écrit:

L=a"*L'®a"*L",Nm L' = 0(8"), Nm L" = 0(8"),
avec h°(L’) = h°(L") = 2.

De plus, tous les diviseurs de |L’| (resp. |[L”|) sont p’-simples (resp. p”’-simples).
Un tel fibré ne peut €tre dansun W, a € Z.

Enfin, les assertions d’irréductibilité et de dimension sur les W, sont consé-
quences de:

LEMME 5.2.10. Soient p: C = E une courbe superelliptique et G € Pic“E fixé.
Alors, pour 5 < d < g(C) + 1, [’ensemble:
{p*M ® O.(D)|M € Pic’E, D € C“"9, 0(p,D) ® M* = G}

est irréductible de dimension d — 4.

Démonstration. On pose:

d—4

Y px,.) ® M®* = G}.

i=1

Z(G) = {(xl,..., X4_4, M) € C* X Pic’E|0

On remarque tout d’abord que Z(G) est irréductible de dimension d — 4 pour
d > 5: C’est évident pour d = 5 et la premiére projection pr;: Z(G) — C a pour
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fibre Z(G ® O(—px,)). Pour un élément générique (x,,..., x,_,, M) de Z(G),
le diviseur D = Y.x; est p-simple (cf. 5.2.7) et on a une suite exacte:

0> HYE,M) - H®C,0(D)®p*M) - H(E,0(p,D — 8) ® M) — 0.
Ce dernier espace est nul lorsque:
0> deg[0(p,D-8)®M]=d—-1-g(C)
sauf si:
O(psD—8) @ M =0,
>M=G® 0(-3).

Sous I'hypothese d < g(C) + 1, on en déduit que pour un élément générique
(Xp,..., X4_4, M) de Z(G), D = Xx, est fixe dans |0(D) ® p*M|, donc que
lapplication:

Z(G) - PicC

d—4
(Xq5eees Xy gy M) r—-)@c( Y x| ® p*M
i=1

est génériquement finie. Son image est donc irréductible de dimension d — 4. B

5.3. Les quadriques associées aux points doubles du diviseur théta. On est
toujours dans la situation 5.1, mais on s’intéresse ici aux seuls cas t = Q et 7 = 1.

Commengons par quelques rappels sur les singularités stables de multiplicité 2
de = ([Mu 2], [Tj 3]). Une telle singularité correspond & un faisceau inversible L
sur C tel que h°(L) = 4 et Nm L = w,.

On a une application:

¢: NH°(L) - H°(C, K. + 1)
s At — sot — tos.
Si {sy,..., 84} est une base de H°(L), on pose:
Qr=d(sy Asy) - 0(s3 A 55) — 05y A s3) - (s, A sy)
+¢(sy A sy) - o(s, Asy) € STHO(C, K- + 7).

Lorsque Q; est non nul, c’est une équation du cone tangent 3 = en L dans P (on
rappelle que T,P = H%(C, K.+ ) V). De plus, la quadrique d’équation Q,
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dans PHY(C, K.+ )" contient I'image X de C par le morphisme associé au
systéme lin€aire | K. + 7| (appelée courbe semi-canonique).

On déduit facilement de 5.4.1 par exemple que

(a) pour £ = 0, X est la courbe elliptique ¢5,(E);

(b) pour ¢ = 1, X est tracée sur le cOne = de sommet un point S et de base
¢ ,5+(E). Elle a un point double en S et toute quadrique contenant X contient .

PROPOSITION 5.3.1. Soit (P, =) un élément générique de Pr(¥,,,,), avec
g = 5. Alors:

(1) Si t =0, Dintersection des quadriques correspondant aux singularitiés
quadratiques de = est la courbe semi-canonique X. L’espace vectoriel qu’elles
engendrent dans S*T," P est de codimension 2g.

(2) Si t =1, Dintersection des quadriques est le cone Z. L’espace vectoriel
engendré est de codimension 3g — 2.

Démonstration. Par 5.2.4(i), il nous suffit de calculer les quadriques Q, pour
les éléments L de W,, qui s’écrivent:

L= W'*L' ® 7’/*L"
avec
L' =0(D') ® p*M, D' >0,deg L' =t+4,deg M =2
L” = 0(D"), D” > 0.
Si D’ est p’-simple, 5.2.7 donne la suite exacte:
0 — HYE, M) - H(C', L') -2 HY(E, M ® 0(p,D’' - §)) > 0.
Les morphismes a et 8 peuvent étre définis comme suit:
Vve HYE,M) a(v)=p*(v)uv oudiv(u’) =D,
Vue HY(C, L) ur(vw)—1v(u)u =1t p*(B(u))
ou div(z") est la ramification de p’ sur C’.
On prend une base {v,,v,} de HO(E, M) et une base {vs;,v,} de

HY%E, M ® 0(p,D’ — 8)). 1l existe alors une base {u{,...,u}} de HC’, L)
telle que:

Uy = 0‘(01)’ u; = a(v,), B(ué) = Uy, B(us) = v,.

Une base de HO(L) est alors {s; =7"*(u))7"*(u")} 1< < O0 div(u") = D”.
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On a:
w*(cp(sj A sk)) = a*(u))m"*(u")w* (v *up ) m* (7 *u”)
—a*(r*u) ) o= (r*u ) *(uf) 7 *(u”)
=f*(v”)~rr’*(¢(uj’- A u,’c)) ou div(v”) = pyD".
Donc

¢(sy A sy) = 0.
(51 A 53)) = £(0") - 1 [ - (o) 77ug — 7w - (o) - ]
= f*(v"v10y) - 7"*(¢").
Dans I'identification 5.4.1, cela s’écrit:

¢(s1 A 53) = p*(v"'v103) - 57,
On a donc:
Q.= —(v00")s" - (v00")s" + (vo07)s" - (v,030")s".
Il suffit alors de montrer que les quadriques ainsi obtenues engendrent I’espace

des quadriques de P#~‘"! contenant ¢5,( E). C’est Pobjet du lemme suivant, qui
termine donc la démonstration de la proposition.

LEMME 5.3.2. Soit E une courbe elliptique plongée par un faisceau inversible L
de degré d > 4 dans PHO(L)Y = P?~ 1. On considére les quadriques

(v1030) + (v00) — (v00) - (v00) € S?HO(L),
définies pour
M, N € Pic’(E)
{vy,v,) basede H(E, M)
{vs,v,} base de H°(E, N)
ve H(E,L® M1 ® N71),

Alors ’idéal de E dans P4~ est engendré par ces quadriques.
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Démonstration. L’assertion est triviale pour d = 4 puisque E est alors in-
tersection compléte de deux quadriques.

On procéde par récurrence sur d, en supposant d > 5.

Si on désigne par W, l'espace des quadriques contenant ¢,,(E), on a, pour
tout couple (P, P,) d’éléments de E, une fléche:

Eléments de W} ® Eléments de W, Eléments de W,
singuliers en P, singuliers en P, [ — >\ contenant la droite P, P, |~

i i
WL(_PI) WL(—Pz)

dont la surjectivité résulte facilement du fait que son noyau est isomorphe 3
Wi-p —p, €t dun calcul de dimension. Par hypothé¢se de récurrence, les
quadriques que nous considérons engendrent donc I'espace de droite, ceci pour
tout couple (P, P,). Pour conclure, il suffit alors de remarquer que pour tout
couple (Q,, Q,) d’éléments de W, et toute corde P, P,, une combinaison linéaire
de Q, et de Q, contient cette corde. Nos quadriques engendrent donc W, tout
entier, donc aussi I'idéal de E. =

5.4. Rang de l'application Prym sur Fe+1,r- Le théoreme d’Andreotti et Mayer.
On rappelle ([Be 2], Proposition 7.5) que la codifférentielle de I'application
Pr: #,.1 > %, en un point (C,n) € &, est:

T e o Pr: S?HO(C, Ko + ) - H°(C,2K,).

On s’intéresse a la différentielle de la restriction Pr, de Pr a Syi1,: C @g 1
Soient s’ et s” deux sections telles que:

div(s’) = Q, + -+ +Q,, (notations 5.1)
div(s”) = Q41 + - - +0,,
s=s's",  div(s) =Q; + -+ +0,,.
On a alors les décompositions suivantes:

T mPRe1 = H(C,2K.) = p*H°(E,28) ® p*H(E,$)s.
(7 =1id) (r= —id)

La partie 7-invariante correspond au lieu dans ’espace des déformations de C ou



VARIETES ABELIENNES 239
linvolution se prolonge, Cest-a-dire & T¢* )%, 41, - On a aussi:
LeMME 5.4.1. H°C, K.+ n) = p*H°(E, 8")s’ & p*H(E, §")s".
Démonstration. On a (cf. 5.1):
M=+ +0Q,, —p* =0+ +ng — p*8”
K.+ n = div(s’) + p*8” = div(s”) + p*¥’.
On a donc un morphisme:
H°(E,8”)® HY(E,8) » H(C, K. + 1)
(u’,u') = p*u” - 5" + p*u’ - 5"
dont le noyau est isomorphe a:
H( p*8” — div(s"”)) = H(p*8’ — div(s")) = H°(C,7) =0.m
On peut donc écrire:
S?HO(C, Ko +n) = [ p*S?HO(E, 8")s" @ p*S*H°(E, 6’)s"?]
®[p*H°(E, 8") ® p*H°(E, 8")]s's".
2

Si s, (resp. sp-) est une section de diviseur A’ (resp. A”) telle que p*s, = s’
(resp. p*sp- = s”?), on peut écrire T V' Pr comme la somme de:

T VPr,: S2H(E, 8") @ S?H°(E, 8") » H°(E,28)

’ ’ 17 FF

(w' - v, u” - v’) = Wv'sy + u’v’sy
et de:
HY(E,§8)® H°(E,$8") - H°(E, )
u' ® u' > u'u”.
PROPOSITION 5.4.2. Pour g> 4, (g, t)+ (4,2) et (C,n) générique dans

Fr1,p 00 a

0 pourt=20

dim Ker T(C’")PI', = {1 pour 0 <t < g/2.

En particulier, sous les mémes hypotheéses sur g et t, on a:

2g pourt =10

dlmPr(leg+1,t) = {Zg —1 sinon.
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Démonstration. On rapelle que ¢t =degéd’. Si t =0, dimKer T Pr, est le
corang de S’H°(E, 8”) » H%(E,28") = H%(E,28), qui est surjective pour g =
deg 8” > 3 ([Mu 4], page 55). On suppose ¢ > 0. On peut écrire T VPr, comme la
composée de:

¢’ ® ¢”: S’H°(E, ') ® S’H°(E,8”) > H°(E,28") ® H°(E,28")
et de:
¢: H°(E,28’) @ H°(E,28”) > H°(E,28)
(', u”) = u'sy + u’sy.
Comme A’ et A” sont 4 supports disjoints, le noyau de ¢ est engendré par

(sa - Sp7)-
Sit=1, on a:

Im(¢’ ® ¢”) N Kero = [Cs? & H*(26”)] N C(sy — 55.) = 0,

puisque A’ est somme de deux points distincts (¢” est surjective puisque
deg8” = g — 1 > 3). On a donc:

Rang T VPr, = Rang(¢' @ ¢”") =1+ 2(g— 1) =2g — 1.

Si ¢ = 2, le méme raisonnement s’applique sauf si A’ est somme de deux éléments
de 8’|, ce qui n’est pas le cas génériquement, ou si degd” = g — 2 < 3, cas
qu’on a exclu.

Sit > 3, ¢’ et ¢” sont surjectives et:

Rang T VPr,= Rang¢ =2g — 1. W

On peut maintenant montrer que Epo = Pr(&i +1,0) €St une composante
irréductible de 4% ;. On rappelle le théoréme d’Andreotti-Mayer dont on peut
trouver la démonstration, sinon I’énoncé, dans [A-M].

THEOREME 5.4.3 (Andreotti-Mayer). Soit (A, ©) une variété abélienne prin-
cipalement polarisée de dimension g. On suppose que

(a) Sing O est de dimension pure k, et

(b) I’ensemble Sing,© des points de multiplicité deux sur © est dense dans
Sing © et I’image de chaque composante de Sing,© par I’ application:

(5.4.4) Sing,0 - PST,V 4

x = 1* (conetangent d © en x)
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engendre un espace linéaire de dimension > N. Alors la codimension de N en
(A,O) est = N.

COROLLAIRE 5.4.5. L’ensemble &, est, pour g > S, une composante irré-
ductible de N2 , de dimension 2g.

Démonstration. En effet, pour un élément générique (P, ) de &, ,, Sing = est
irréductible pour g > S par 5.2.4. L’image de 5.4.4 engendre un espace linéaire de

dimension (2*') — 2g (5.3.1) et dim &, , = 2g (5.4.2). Le théoréme 5.4.3 per-
2 80
met de conclure. &

Remarque 5.4.6. Bien que, pour un élément générique (P, =) de &, ;, Sing =
soit irréductible (5.2.4), 'image de 5.4.4 engendre un espace linéaire de dimension

(g; 1) —(Bg—2) (531) et dimé&,; =2g — 1 (54.2). On ne peut appliquer
5.4.3. Pourtant, &, ; est bien une composante de A2, (5.6.1 et 8.2).

5.5. Quelques remarques. La famille &, contient les jacobiennes superellip-
tiques. On garde toujours les mémes notations, auxquelles on ajoute:

P’ = Ker(JC' =2 JE)
P" = Ker(JC" 22 JE).

La polarisation de JC’ (resp. JC”) induit sur P’ (resp. P”’) une polarisation
L, (resp. Lp.) telle que ([Mu 2], Corollary 1, page 332; et 1) H(Lp/) = p"*JE[2]
(resp. H(Lp.) = p"*JE[2]). Cette polarisation est de type (2) et (P’, Lp.) € &, (5
(resp. (P, Lp») € y_, ).

PROPOSITION 5.5.1. Pour t = 0, on a une isogénie:
g: P 755 P = Prym(C/C)

de noyau {0, p”*0(8")} telle que g*Lp ~ Lp.. Pour 0 <t < g/2, on a une
isogenie:

g: P’ X P">P
(X,, xn) — W’*X' _ 'n'"*x”

de noyau (p'*, p"*)JE[2]) telle que g*Lp ~ Lp. ® L,.. (c¢f. Notations 1). En
particulier, Pr(F,,, ) € 72, (cf. définition 9.3).

Démonstration. 1l est facile de vérifier que g est bien & valeurs dans P et que

Ker g € P'[2] X P”[2], donc que g est une isogénie. Pour les polarisations, il faut
montrer que:

P =, et F*¢ " = 0.
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On montre par exemple la premiére égalité. On pose:

it P—JC i'T PPC—sJC’

¢: JIC-"5 JE ¢ JC =5 TC
V p’ E P/
#%6,,5(20') = ()
= inipin™(p) = Piren ()
=1¢i"(2p’) = ¢, (2p). M

On peut remarquer que ce résultat ne dépend pas du genre de E. Si E est de
genre b > 2, on obtient des variétés de Prym qu1 sont dans M,‘S ou 8 est la
polarisation (2,...,2) de degré 2% et b — 1 < — (b —1).

Regardons de plus préslescast =0et ¢t = 1. Soit %, l'ensemble des variétés
de Prym (au sens de [Mu 2]) associées aux courbes superelliptiques de genre

g + 1. Cest un sous-ensemble irréductible de Ay -

PrROPOSITION 5.5.2. (1) Pour tout (P, L) € #, eta€ H(L), a + 0, la variété
abélienne principalement polarisée P/{0, a} est dans &40
(2) Pour g >4 et towt (P,L) € %, —1, toute courbe ellzptzque F et tout iso-
morphisme : H(L) S F[2)], la varlete abélienne principalement polarisée
P X F/{(a,ya)|a € H(L))}, élément de /7, | (cf. définition 9.3) est dans
&1

Démonstration. Le premier point découle immédiatement de 5.5.1. Pour le
second, on remarque d’abord que la famille %, .1 ainsi construite est irréductible
puisque la famille:

g—t

{ p: C — E structure superelliptique, C de genre g,
avec un isomorphisme E[2] S H(2)}

est irréductible. De plus, dim Fo1<28—2+1 Par 551 et 91, Pr(F,,,) C

F1 etpar 542, dimé,, =2g — 1 pour g > 4. On en déduit &,, = %, |. W

COROLLAIRE 5.5.3. Pour g > 4, &, 1 contient les jacobiennes superelliptiques.

Démonstration. En effet ((Mu 2], Corollary 1(b)), pour p: C — E structure
superelliptique, on a une isogénie P X JE — JC de noyau ( p*, id \ JE[2]). B

5.6. L’espace &, est une composante de N8 ,. On ne considére dans cette
section que le cas g > 6. Le résultat est encore vrai pour g = 5 et sera montré en
8.2.
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THEOREME 5.6.1. Pour g > 6, &, | est une composante irréductible de dimen-
sion 2g — 1 de N8 ,.

Démonstration. On rappelle que la méthode d’Andreotti et Mayer ne s’ap-
plique pas & &, ; (5.4.6). On va utiliser les dégénérescences de rang 1 des variétés
abéliennes, telles qu’elles sont définies dans [Mu 1], page 350. Expliquons
rapidement de quoi il s’agit. Les dégénérescences de rang 1 de variétés abéliennes
de dimension g sont en correspondance biunivoque avec les extensions de
groupes commutatifs des variétés abéliennes principalement polarisées de dimen-
sion g — 1 par un tore de dimension 1. Par [Mu 6], page 227, ces extensions sont
toutes du type:

1-C* g(L, 0 L") >4-0

ou(A4,Lye A, ,, a € A (cf. 1.1. et [Mu 5], page 290). Si on change a en —a, j
est changé en — J et les groupes obtenus sont isomorphes.

11 existe ([Ig 1], [Mu 1], page 351, [Mu 7], [Na]) un espace de modules grossier
Jz! M pour les variétés abéliennes pr1n01palement polarisées de dimension g et
leurs dégénérescences de rang 1, qui est réunion disjointe de .27, et d’'un diviseur
d.#,. Ce dernier est fibré sur &7, , par p,: 0, >, ;. La ﬁbre de (4, L) €
Mg_l est isomorphe 4 A4 /Aut(A L) par la correspondance ci-dessus. Si Z est un
fermé de o/, on notera JZ l'intersection de Padhérence de Z dans &/, 7D avec
0.,

On aura besoin d’un calcul d’extension, fait dans [F—S 1], Theorem 5.2, relatif
A la situation suivante. Soit m;: N — N un revétement étale connexe de degre 2,
ou N est lisse de genre g. On note o 'involution induite sur N et (Py, Ly) € #,_,
la variété de Prym associée. Soit C (resp. C) la courbe singuliére obtenue 2 partlr
de N (resp. N) en identifiant deux points p et g (resp. p et g, et op et 64 ou
7o( D) = P, () = q). On a un revétement etellqle induit 7: € - C qui n’est pas
admissible. La variété de Prym P = Ker(JC — JC)? est extension de P, par
un tore de dimension 1. Plus précisément:

LEMME 5.6.2 (Friedman-Smith). L’extension canonique 1 - C* — P —
— 0 correspond a I’élément O3 (+(§ — p — 64 + op)) de P,

On considére maintenant un revétement #: C — C dans S0, qui est donc
associé & n = p*8’, ou 0(8) est d’ordre 2 dans Pic’E. Si f = p'rr C - E, on
notera f*(JE[2]) = {0, &} (puisque f*§’ = 0).

LEMME 5.6.3. Soit (P,L) € Pr(&, o) C Sy €t € le seul élément non nul de
[*(JE[2)). Alors [’extension de P par ¢ est dans 96, ;

Démonstration. On considére un élément de %, ;, avec les notations 5.1. Si
on fait “tendre” P, vers P, sur E, la courbe C’ degenere en N'/Q' ~ 14Q’ ou N’
est lisse, revétement étale de E de degré 2 par pj: N’ — E et pi(Q') = P, = P,.
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On a un diagramme:

N
N
N N’ c”
N %

E

et le revétement =, est dans Zy0- On a:
C=N/Q~7Q olp(Q)=P =P,
C=N/0~of'Q eto~ oiobm(d)=0.

_Si on note P (resp. P,) la variété de Prym associée 4 7: C — C (resp. m,:
N — N), on est dans la situation de 5.6.2. On a donc une extension:

1>C*>P—>P -0

correspondant & a = Og(+(0 — of’Q — 0,0 + cz(,'Q~)).

Or a =m*On(£(Q" — 1/Q"), ol Q' = 7J(Q), et Op(x — Tyx") est, pour
tout x’ € N’, le seul élément non nul de Ker(JN’ Nm, JE), c’est-a-dire p{*a, ou
a € JE[2] \ {0, 0(&))}.

Comme P, € Pr(¥, ) et P € d¢&, 1, la démonstration est terminée. W

On a ainsi mis en évidence une composante irréductible 86@;1 de 94, ;, de
dimension 2g — 2, telle que p, induise un morphisme P, 86’;1 = &,_1,0 avec
¢g*1((P0, Ly)) = {&}, pour (P,, Ly) € Pr(S0) ©€,10

D’autre part, Mumford a étudié dans [Mu 1] les espaces 9.4, £. Il construit
dans [Mu 1], page 364, pour toute famille universelle locale G — U Ca?g(l)
munie d’un diviseur théta relatif D C G au-dessus de U N ,, une compactifica-
tion G — U et un sous-schéma fermé Sing ., D de G vérifiant:

1) SiseUn S, la fibre (G, D,) est une variété abélienne principalement
polarisée et (Sing D), = Sing D,.

2)SiseUn dsZ,, G, est la dégénérescence de rang 1 associée 4 (4,,08,)
&, ,etac€ 4, Ona:

g

1 —C*~——G, =9(0(8, , - 6,)) —> 4, —>0

l 1 |

F— G > A,

5



VARIETES ABELIENNES 245

ou F est la_courbe singuliére obtenue en identifiant 0 et oo sur P, On a alors:
(2) Sur G, — G, > 4,, (G, — G,) - (Sing ;. D), > Sing ©,.
(2”) Sur G,, si V est un ouvert de A, au-dessus duquel on a une trivialisation
G, > C* X V, on a:

G, - (Sing e D), = {()\, z) €EC* X V|0(z2)8(z—a) =0

. 38 38
etVje {1,...,g— 1} ?)—Z——(z) +)\—é—z—(z—a) =0,
J

J

ou (zy,..., z,_;) sont des coordonnées locales sur V et 8(z) (resp. 8(z — a)) une
équation locale de O, (resp. O, ,). Sa projection sur A, est donc finie au-dessus
de Sing(O - 6,) — Sing© — Sing O,, a fibres de dimension 1 au-dessus de
Sing © - Sing O,,.

De (1), on déduit:

UnNgc {se Uldim(Sing,. D), > k},

de sorte que d.A4 8 est contenu dans la réunion de:
®pg (NETT) (cas 2)),

{((4,8),a) € 3s#,, avec (A4,0) €, ; etac A|dimSing(0 - 0,) > k},

*dNE, = {((4,0),a) € d+,|dim(Sing © - Sing 6,) > k — 1}.
Soient ¥, une composante irréductible de .#,%, contenant €y 1
composante irréductible de %, contenant aé"l 1-On a:

edim 3¢, = dim%, — 1

°d8;, C 8%1 C p, N ANE U OINE LV ANE,,.

On admct prowsouement le resultat suivant:

et B%gl une

LEMME 5.6.4. Soient p: C — E une courbe superelliptique de genre g > 6 et
m: C — C un revétement étale élément de &%.0- On note (Py, =) la variété de Prym
associée et ¢ le seul élément non nul de (wp)*(JE [2]) € P,. On a alors:

Sing(E - £) = Sing E = Sing =_.

En particulier, comme dim Sing = = g — 5 (5.2.4(i)), ’extension P € 36,1 1 de
P, correspondant & & n’est ni dans p, 1(./V 271, ni dans ONE,41-Ona donc

I, C ICL C ANE .
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En prenant les images par p,, on obtient:

10 € 0(0€) < 0, (0878.2) € A5

Or, pour g — 1> 5, &,_, , est une composante irréductible de A;85' (5.4.5).
On en déduit:

Se-1,0= pg(a(ggl)'

Pour montrer que %, = &,

¢,1> 11 suffit de montrer que dim%, = 2g — 1, ou que
dim 0%, =2g —2=dim ¢&,_, ,.

Cest une conséquence du lemme suivant, qui termine donc la démonstration
du théoréme. B

LEMME 5.6.5. Avec les hypothéses et notations de 5.6.4, on a:

{a € P)|dim(Sing = - Sing £,) > g — 5} = {0, }.

Démonstration de 5.6.4 et 5.6.5. On écrira P au lieu de P, et on remplace g
par g + 1 > 6 pour rester dans le cadre habituel.

On rappelle qu'on a (5.2.1, 5.2.2, 5.2.4):

I11

= {#"*L"|L" € Pic*C”, h°(L") > 1,Nm,.L" = 0(35)}
Sing Z = {#”*(L"” ® p"*M)|L” € Pics~“C”,
R°(L") > 1, M € Pic’E, Nm,,.L” ® M®> = 0(3)}.

On note ¢ = f*a, ou a € JE[2]\ {0, O(8")}. Si L = #""*L* est dans =, on a
(cf. 2):

h°(L ® €) = h°(L” ® p”*a) + h°(L” ® p"*a ® p"*0(¥")).
Si L” = O(D"”) ou D” est effectif p”-simple, on a par 5.2.7:
h°(L” ® p"*a) < h°(E,a)+h'(Nm L” ® a ® 0(—8"))

= 1°(0(8") ® @) = 0.
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Donc L ¢ E,. On en déduit:

=-E,={a"*(L" ® p"*M)|L" € Pic5~C",
h°(L") > 1, M € Pic'E, Nm,,.L” ® M®> = 0(8)}.

Pour un élément L de (= - =) — Sing = (C’est-a-dire avec L” = @(D’"), D"
effectif p”-simple), on a par 5.2.7:

0—> HE,M)—> H(L"®p"*M) - H (M ® Nm L" ® 0(—8")) = 0.

Si on note s, une section de diviseur D" et s, une base de H°(E, N) pour
tout N € PiclE, on a:

HO(C, L) = (n"™(sp - p"*sp¢)s 7™ (5p - P *Sp105)) -

De méme:

HO(C,L®e) = (1" (spr P"*Spea)s T"*(5pr - P *Spros0a))-

Si G: Eje = PT,YP = PHO (K. + 1) = PHY(8"”) est I'application de Gauss,
on en déduit:

G(L) = p¥(D") + div(s,,) + div(syes) € |8”]

G(L,) = pi(D") + div(syes) + div(syessa) € [87].

En particulier, G(L) # G(L,) et = - =_est lisse en L, ce qui démontre 5.6.4.
Pour montrer 5.6.5, on utilise le résultat suivant, dont la démonstration est
laissée au lecteur.

LEMME 5.6.6. Soit p: C — E une courbe superelliptique de genre g + 1 > 5. On
pose:

W = {L (S PichlL =p*M® @C(D), Me PiCZE, D e C(g_4)},
Alors

{a € Pic°C|W + a = W} = p*Pic’E.
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Soit a € P tel que dim(Sing = - Sing =,) > g — 4. Comme Sing = est irré-
ductible de dimension g — 4 (5.2.4), on a Sing =, = Sing =. On écrit a = 7""*a”,
ou a” € P” (5.5.1) et on note W’ I’ensemble W défini dans le lemme ci-dessus
pour la courbe superelliptique C””. Comme:

(L” € W/|Nm L" =8} = (="*) (Sing E),

on en déduit W” + a” = W”. On conclut par 5.6.6 que a” € P” N p"*JE =
p"*JE[2], soit a € {0,¢}. W

6. Etude des familles 5, ., et de la famille . On s’intéresse dans cette
partie aux revétements adn11551bles du type:

(@R
@]

@K
@]

ou g(C))=1t—-1,8(C)=g—t—1,C et C, lisses, 1 <1< g/2

Les revétements w;: C — C; sont ramifiés en 4 pomts On note P, =
Ker(J C RNy 7o) ). La polansatlon de J C induit une polarisation L, sur P, et on
a ([Mu 2], Corollary 1, page 332, et 1):

H(L,) = 7*(JC[2]).

Ces polarisations sont donc de type (2,...,2) (dim P; — 1 fois). On a des
factorisations:

qui induisent des polarisations L ; sur ﬁj, de type (2).
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On note (P, L) la variété de Prym (principalement polarisée) associée au
revétement admissible 7.

PROPOSITION 6.1. Il existe une isogénie de degré 4, g: 131 X 132 — P telle que
g*L ~L, R L,.
En particulier Pr(#,., ,) C 4?2, , pour 1 <t < g/2 (cf. définition 9.3).

Démonstration. D’aprés [Be 1], page 159, on a un diagramme commutatif:

0 0 0

0— T[2)] —PxXZ/2—> P,XP, —0

Il existe donc une isogénie de degré 4, f: P — P, X P, qui vérifie f*(L, ® L,)
= L®2,

On pose g = ¢;'f: P, X P, > P> P. 1l est facile de vérifier que $¢, g =
$7, X ¢, ce qui prouve la proposition. B

(6.2) On s’intéresse maintenant 4 la famille J;, pour laquelle (cf. 3, 3.1)
C=C UG, C rationnelle lisse, C;, N C, = {uy,..., uy}, we, =
Oc(u + - -+ +u,). On supposera C, lisse non hyperelliptique (de genre 3).

Par 6.1, il existe une isogénie:

(6.3) f: FX P, > P =Prym(C/C),
on F=J (fl est une courbe elliptique. Elle vérifie:
f*L~L.RL,,

ou Ly est une polarisation de degré 2 sur F.
On rappelle qu’on veut montrer que Pr(Z;) C & ;. On utilise pour cela 9.1 et
5.3.2 avec ses notations: il suffit de montrer que (P,, L,) € %, C &, - La
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courbe C,; ne joue plus aucun rdle: la courbe C, est plongée dans P? par |w,|, le
revétement m,: C, —» C, est ramifié le long d’une section par une droite D et on
veut montrer que la variété de Prym duale (P,, L,) est dans &,

Considérons le cas particulier C = D U C, d’élément de 7. La courbe C est
une quintique plane. Le revétement #: C — C est pair au sens de [Ma] puisque
sa variété de Prym (P, L) est dans A°. Cette derniére est donc isomorphe i la
jacobienne (JN, O) d’une courbe N lisse de genre 5 ([Be 2], [Ma], [Tj 1], [Tj 2]).
Le lieu singulier du diviseur © est isomorphe 2 la courbe C, donc est réductible.
Il ressort de I'analyse de [Te] qu’il existe un morphisme de degré 2, p: N — E,
ou FE est la courbe elliptique revétement double de D ramifié sur D N C,. Si on

note (Q, L,) € #, la variété de Prym associée & p, on a deux isogénies:
fiEXP,—>P (par 6.3)
g EXQ—>JN=P (cf.55.3)

et f*L~L,® L, g*L ~ L, X L,

On va maintenant montrer que (Pz, Lz) est isomorphe a (Q, LQ) ce qui
terminera la démonstration. Pour cela, on utilise 9.1 et ses notations. Les
injections jg(f): E = JN (déduite de f) et j-(g): E = JN (déduite de g)
induisent toutes deux des morphismes de degré 2 de N sur E. Comme C, est
irréductible, il découle de [Te] que la structure superelliptique de N est unique.
Quitte & modifier f par un automorphisme de E et de N, on peut supposer que

Je(f) = jg(g). La conclusion est alors une conséquence directe de I'unicité de B”
dans 9.1.

7. La construction de Recillas. La construction tétragonale de Donagi. Cette
partie est consacrée a la démonstration de résultats de Donagi annoncés dans
[Do].

7.1. La construction de Recillas. Rappelons la construction suivante, exposée
dans [Re] et précisée dans [D-S], pages 47-49.

Soit X une courbe lisse de genre g munie d’'un g}, f: X — P! La courbe
C = SZ: X a au plus des points doubles comme singularités et admet un mor-
phisme de degré 6, f®: C - P Il y a sur C une involution naturelle ¢ qui &
(a + b) associe f‘lf(a) —(a+b). On note m: C - C/1= C le morphisme
induit, par lequel f® se factorise. La courbe C est trigonale.

THEOREME 7.1.1.  Le revétement w: C — C est admissible et sa variété de Prym
est isomorphe a la jacobienne de X.
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COROLLAIRE 7.1.2. (1) Les variétés de Prym associées aux revétements admissi-
bles des courbes obtenues en identifiant deux points d’une courbe hyperelliptique
sont des jacobiennes hyperelliptiques (comparer [Be 1], Theorem 4.10, cas (b)).
(2) Le lieu des jacobiennes hyperelliptiques de genre g est contenu dans Pr()?g +1,0)-

(3) Le lieu des jacobiennes superelliptiques de genre g est contenu dans Pr(é?g +1,1)-

Démonstration. Soit X une courbe hyperelliptique ou superelliptique de genre
g- On a donc un morphisme de degré 2, p: X — B, d’involution associée ¢ sur
X, de ramification A, sur B, avec g(B) = 0 ou 1. On choisit un g3, q¢: B > Pl
~ de ramification A, sur P!, @’involution . Si 7(4,) # A, le groupe de Galois de
f=gp: X — P! est le groupe D,. La courbe C associée par la construction de
Recillas est:

é={x+ox|xEX}U{x+y|px='rpy}=BUh7
C=C/i=P'UH

et H est hyperelliptique.
Au-dessus de Q € A, © P, la fibre de @ est
(a) sur B x + ox deux fois ( f(x) = o);
(b) sur H X+ x, x+ox, 0x + x, 6x + ox.
La figure locale est donc:

oo

Donc H rencontre P! en un point au-dessus de Q.
Au-dessus de g(P), on P € A » C B, la fibre est

(a) sur B 2x, y + oy (p(x) = P, p(y) = 7P);

~

(b) sur H x + y deux fois, x + oy deux fois.
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La figure locale est:

H
—1 B

- )
C '
iy

Donc H ne coupe pas P! mais le morphisme H —* , P! est ramifié. On a donc

(a) H N P! senvoie par ¢ sur A et est A, sur P

(b) ¢ est ramifié sur g(A ).

Si g(B) = 0, H coupe P! en 2 points quelconques. 11 est facile de voir qu’on
peut obtenir ainsi toutes les courbes hyperelliptiques H de genre g. En inversant
la construction de Recillas ([Be 2], page 389), on a la réciproque, ce qui prouve
(1) (utiliser [Be 1], 411.3). Si A, = P, + --- + P, 5, on peut choisir g de fagon
que 7P, = P, = i =1, j=2. La courbe H acquiert un point singulier au-dessus
de q(P,). Ceci prouve (2).

Si g(B) =1, H coupe P! en 4 points, donc C est dans 5%, ;. ®

7.2. La construction tétragonale de Donagi. On part d’'un revétement double
étale connexe 7: C — C d’une courbe lisse C admettant un g}, h: C - PL. Ona
donc un morphisme P! - C® qui & P € P! associe sa fibre A7 1(P).

On pose:

§=P'x C®— ¢®
c®

| J

pl—— W

L’involution o induit une involution y sur S.
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THEOREME 7.2.1 (Donagi) ([Do] et [Be 3], §3, (¢)). La courbe S est réunion
disjointe de deux courbes C, et C,, stables par y. Les revétements C - C /s

J = 1,2 sont admissibles et leurs variétés de Prym sont isomorphes a la varlete de
Prym de m: C > C.

On va maintenant appliquer cette constructlon aux revétements de &, , et
de ¥, pour lesquels la courbe C admet des gJ.

7.2.2. Le cas des familles &, | . On prend les notations 5.1, et on choisit un
83> ¢: E — P, d’involution associée «. On pose k = ¢p: C — P! La fibre de
P € P! sous hw = ¢f C - Plest {x, 0x,0'x,6”x, y,0y,6’y, 6"y} ot f(x) =
f(y) et ¢f(x) =

Avec les notations ci-dessus, on a:

={x+ad"x+y+o0'y,ox+0"ox +y+ 'y,

x+0"x + 6y +o'oy, x + 0'x +y+ 0"y et images par o }
G, = G Uy ou:

={x+0'x+y+o0o'y,ox +o'ox +y+ o’y et images par o }

= {a + b € COpa = ipb')

={a" +b" € C"?p"a" = =.p"b"}.
(1) On suppose que ¢P; # P, pour 1 < i < 27 <j < 2g. On voit facilement (en

utilisant [Be 3], Proposmon 3, qu1 est un resultat de Welters ((We 3])) que C1 est

lisse et que y y opére sans point fixe. Le groupe {1, o, o’ , 0"’} opére sur C1 On
vérifie qu’il induit un diagramme commutatif:

o}
C~1/Y C' = C"l/o' C" = él/a”

N

Le revétement étale C, — C,/y est donc dans F+1,- On peut remarquer que
pour ¢ =0 (1e. 28’ =0), on a toujours (8’ = &8’ et le revétement obtenu est
isomorphe & 7. Cest d’ailleurs le seul cas ou les fibres de Pr| #,,, sont de
dimension 0 (5.4.2).

(2) Les courbes Cj et C;’ se coupent en 4 points situés au-dessus de la
ramification de ¢ sur P'. Si «P, # P, pour 1 < i, j < 2t (resp. 2t < i, j < 2g)
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alors C/ (resp. CJ’) est lisse. On a des morphismes de degré 2:
C;/y —» P! ramifié en ¢P,,..., &P,

Cy'/y » P' ramifiéen P, ;,..., dP
2 2t+1

2g

Plus précisément, on distingue les cas:

(1) t = 0. L’involution ¢ se remonte & C’ et 52’ est réunion disjointe de deux
courbes rationnelles lisses stables par y. La courbe C, = C,/y est réunion de la
courbe hyperelliptique C,’/y de genre g — 1 et de deux courbes rationnelles la
coupant chacune en deux points. Sa réduction stable est dans 5, , (. Il est facile
de voir qu'on obtient ainsi toutes les courbes de 7, ; .

(i) r =1. La courbe C, est réunion de la courbe hyperelliptique C;’/y de
genre g — 2 et d’une courbe rationnelle la coupant en 4 points. On est donc dans
H,+1,1- Toute courbe hyperelliptique lisse de genre g — 2 peut étre ainsi obtenue.

Les quatre points d’intersection sont aussi quelconques sur cette courbe. Enfin, ils
~sont aussi quelconques sur P! puisque, pour tous R;,..., Ry, S;,..., S, € P!
tels que [Ry: R,: Ry R,] # [Sy: St S50 S,), il existe un morphisme de degré 2,
y: P! > P tel que ¥(S;) =R, 1 <j<4

(iii) ¢ > 2. On obtient deux courbes hyperelliptiques se coupant en 4 points.
On est dans Ji’jg +1,,- On a montré:

THEOREME 7.2.3. Pour tout get 0 <t < g/2, on a Pr(& 2+1,0) © Pr( ¢

: g+1,1)
avec égalité pour 1 = 0 et 1.

1.2.4. La famille &,,,. On rappelle (cf. 3, 3.1) que C’est le cas ou la courbe C
est lisse et admet une structure superelliptique p: C — E de ramification A, =
Py + --- +P,, sur E, et d'involution associée 7, mais ou le morphisme f =
p: C - E est de groupe de Galois D,. On choisit un g2, ¢: E > P! sur E, de
rarmﬁcatlon A,=R, + -+ +R, sur IF"1 et d’involution associée . On a donc
un g h = qbp C — P! sur C, quon suppose de groupe de Galois D, (par
exemple ¢(A ) # A ) et auquel on applique la construction tétragonale.

Soit P € PL. On écrit sa fibre sous 7 C — P! de la fagon suivante:

s g p!

—pP
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Avec les notations précédentes, les fibres de C, et de €, au-dessus de P sont
respectivement:

(Cp={x+X+y+y,ox+ox+y+7,
ox + X+ o6y +y,0x+ X+ y+ oy etimages par o}
(G)p=f{ox+X+y+y, x+ox+y+7p,
X+X+oy+y,x+X+y+ ayetimagesparo}.

On peut montrer par un calcul d’action de groupes que C, et C, sont
irréductibles. On remarque aussi que 7 induit une involution sur C; (et sur C,),
qui envoie [z +f+u+v] € C, ou f(z) = f(u), sur [oz + ¢t + ou + v] (en-
core une fois, ceci peut €tre prouvé rigoureusement par un calcul d’action de
groupes que nous ne ferons pas). Par exemple, [x + X + y + y] est envoyé sur
f[ox+Xx+ oy +y]=[x+0ox+y+ oy] On note D, = C;/7 et on a:

(D))p={[x+x+y+y]=[ox+ X+ oy +y] = images par o,
[ox + 6X +y + 7] = [ox + X + y + 7] = images par o )

(D) p={[lox+x+y+3]=[x+X+oy+y] = images par o,
[x+oX+y+ 5] =[x+ X+y+ o)] = imagespara}.

On a donc des morphismes:

~ 7y P ¢J 1 .
¢ —C— D;—> P pourj=1,2.
On remarque qu’au-dessus de R;, i = 1,...,4, il n’y a qu’un seul point sur D,

et sur D,. Donc soit ¢; est ram1ﬁe en ce point, soit D, y est singuliére. Que se
passe-t- 11 sur C; au-dessus dun R?Onaalorsx+y=X+jyet
®soit x =X, y =y et (Cg = {[2x + 2yL[20x + 2y],[x + ox + y + ay]}.
Par le critére de Welters ((We 3], [Be 3], Proposition 3), C; est lisse en les deux
premiers de ces points mais pas en le troisiéme. La courbe D, est singuliére
au-dessus de R, et la figure locale est la suivante (I'involution 7 n’est pas
biréguliére):
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)T

><3 c,
i 0y
>L< g

On a (G)g = {[x + ox +2y], [2x + y + oy]} et C, est lisse en ces points par
le critére de Welters. La courbe D, est lisse au-dessus de R, et ¢, est ramifié en
R,. La figure locale est la suivante:
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®soit x =y, y = X et la situation est inversée.

On en déduit que A, = R, + --- + R, est réunion disjointe de la ramification
de ¢, et de celle de ¢2 Comme les D; sont irréductibles, on en déduit qu’elles
sont toutes deux obtenues a partir de IP’1 en identifiant deux paires de points. Les
courbes C; sont donc obtenues en identifiant deux paires de points sur des
courbes hyperelhpthues NC;. On est donc dans K, z+1,0- Enfin, la ramification A

de NC, 2, ND; = P! satisfait 2 a ¢;(4;) = ¢(4,) donc on voit qu’on obtlent

ainsi tous les revétements de .}f;, +1,0° On a donc Pr( k2 +1) Pr( 57 +1’0)

8. Le mot de la fin. En dimension g > 6, on sait maintenant que jg, &y 05
&,1 etles 2 _, pour 2 < ¢ < g/2 sont des composantes irréductibles de NE 4
([A -Mj, 545 561 12.5).

PROPOSITION 8.1. Pour g > 6, ces composantes sont distinctes deux a deux.

Démonstration. Le fermé f est distinct de &, ; et &/ , z— Car une jacobienne
générique est simple, et de é” o car 3g—3 a& 2g. La seule coincidence de
dimension qui reste est dim & , = dim «/;; = 12. Pour un élément générique de
&6 o, intersection des cones tangents aux points doubles du diviseur théta est un
courbe elliptique de degré 6 dans P> (cf. 5.3.1(1)). Pour un élément générique de
.,%2,3, C’est une union disjointe de deux 2-plans projectifs (cf. 12.4). IIs sont donc
non isomorphes. &

PROPOSITION 8.2. L’espace A7 a cinq composantes irréductibles de dimen-
sions respectives 12, 10, 9, 9 et 11, a savoir Z5, & 5,00 G515 iy et Ay,
(cf. définition ci-dessous).

Démonstration. Comme I'application Pr: %, — o/ est surjective ([Be 1)), il
ressort de la liste de Beauville (3), du commentaire qui la précéde, et de 6.1, 6.2,
72.3 et 7.2.4, que AP =G U & (U &1 Ul Uty UL, 55 ot S, o C A,
désigne ’ensemble des variétés abéliennes produit de deux variétés abéliennes de
dimensions respectives ¢ et g — ¢. Les dimensions respectives sont 12, 10, 9, 9, 11
et 9 (5.4.2, 9.3). On remarque tout de suite que %/, ; C #. Tous ces ensembles
sont irréductibles et #, &, et 7} 53 sont des composantes de A7 ([A-M],
5.4.5 et 12.5). Comme &/, , n’est pas 'inclus dans s, C’est aussi une composante
de A7 1l reste & vérifier que & 5,1 n’est pas inclus dans Fs U Eso U3 UL,
Clest ev1dent pour szl 4> Duisque &, ¢ NP D o .

Si un élément générique (P, £) de &, est la Jacobienne d’une courbe C de
genre 5, C est lisse non hyperelliptique puisque dim Sing £ = 1 (5.2.4). On sait
que ’espace vectoriel engendré par les équations des cbnes tangents aux points

doubles de = est de dimension (5 + 1) (3.5-3) d’une part car P = JC (cf. [Gr]),

(5 N 1) — (3.5-2) d’autre part par 5.3.1(2). Contradiction.

Si c’est un élément de Jzi22:3, il est aussi générique dans &7;;, qui a méme
dimension que & ,. L’intersection des cones tangents aux points doubles de =
devrait étre a la fois un cdne sur une courbe elliptique de P> (5.3.1) et une union
disjointe P U P2 (12.4).
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Si c’est un élément de & ,, c’est la variété de Prym d’un revétement admissible
. C— C de yg o Comme Sing = est irréductible, on n’est pas dans le cas
exceptionnel 5.2.9. Si la courbe C était lisse, on pourrait donc appliquer 5.3.1 et
aboutir 4 une contradiction. Vue la dimension de &5, la courbe C, munie de son
involution 7 est 'une des courbes suivantes:

(1) C=H/x ~y, 7x ~ ty ou H est hyperelliptique de genre 4, 4, d’involution
hyperelliptique 7. La variété P est isogéne a R = Ker(JH — JH) ([Be 1],
Remark 3.6), ou H est la normalisée de C. Pour la méme raison, la variété de
Prym P du revétement admissible de C = H/x ~ 1x, y ~ 7y induit est isogéne a
R. Mais C est hyperelliptique, donc ([Be 1], Theorem 4.10) P est une jacobienne
hyperelliptique. Mais c’est impossible puisque P € &5, n’est pas simple et
qu’une jacobienne hyperelliptique générique est simple.

(2) C = N/x ~ 7x ou N est superelliptique lisse de genre 5, d’involution 7. Le
revétement 7: C — C ne peut étre le revétement de Wirtinger puisqu’on aurait
alors P = JN et que les jacobiennes superelliptiques de genre 5 forment une
famille de dimension 8, et dim &5 ; = 9. Donc C est irréductible, de normalisée N
et N - N est ramifié en x et 7x. La courbe C a un point double 0 qui est fixe
par 6. Comme pa(C/o’) = 1 (on est dans 5’; o) €t qu’il existe un morphisme de
C/6’ = C’ sur une courbe elliptique lisse, C’ est lisse et p’: C’ — E est étale.
Ceci contredit le fait que 7'(0) est fixe par 7. Donc ce revétement n’est pas dans
Fro @

Deuxiéme partie: Construction de composantes irréductibles de 47§

9. Définition du sous-ensemble <7, 5 . de .szig +g~ Cette seconde partie est
consacrée a I’étude systématique d’une situation qu’on a rencontrée plusieurs
fois: en 5.5.1, 6.1 et 6.2, on a étudié des variétés abéliennes principalement
polarisées isogénes a un produit de deux variétés abéliennes polarisées de degré 2.

On s’intéresse ici aux variétés abéliennes principalement polarisées isogénes a
un produit de deux variétés abéliennes polarisées de méme type. Comme le
montre la proposition suivante, toutes les variétés abéliennes principalement
polarisées non simples rentrent dans ce cadre.

On adopte les notations et les résultats de [Mu 5], rappelés en partie en 1. La

démonstration de la proposition ci-dessous est reportée a la fin de cette section.

PROPOSITION 9.1. Soient (A, L) une variété abélienne principalement polarisée
et j': B’ = A une sous-variété abélienne. Il existe alors une unique sous-variété
abélienne j": B" — A vérifiant: G

(1) Le morphisme f: B’ X B” ——— A est une isogénie.

(i) La polarisation f*L est la polarisation produit M’ ® M", ou M' = j'™*L,
M’ = j"*L.

Les propriétés suivantes sont alors satisfaites:

(iii) Il existe un isomorphisme {: H(M') —» H(M") vérifiant

(a) Ker f = {(x, ¥x)|x € H(M")});
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(b) Y est antisymplectique:

Vx,y€ HM) eM(x,y)e™(yx,¢y)=1.

(iv) 1l existe une base {s{,...,s}} de HO(B’ M’) et une base {s{’,...,s}} de
HO(B”, M") telles que I’ element Y4 s/ ® s/’ de H(B' X B”, f*L) engendre
f*H°(4, L).

(9.2) Réciproquement, si (B’, M’) et (B”, M") sont deux variétés abéliennes
polarisées de méme type, et {: H(M’) - H(M’) un isomorphisme antisym-
plectique, on pose K = {(x, ¢x)|x € H(M’)}. La variété abélienne 4 = B’ X
B” /K est alors principalement polarisée et le morphisme canonique f: B’ X B”
— A vérifie (i) et (i). Comme l’espace des modules des variétés abéliennes
polarisées (B, M) de dimension fixée et de type & fixé, munies d’un isomor-
phisme symplectique H(M) = H(8), est irréductible, les variétés (A, L) ainsi
construites a partir de variétés B’ et B” de dimensions fixées et de méme type &
fixé, forment une sous-variété irréductible de A,

Définition 9.3. On notera A 8 _g le fermé irréductible de codimension

g'(g — g) de &, formé des Vanetes abéliennes principalement polarisées de
dimension g, contenant une sous-varié¢té abélienne de dimension g’, de polarisa-
tion induite de type 8.

Il résulte de 9.1 et 9.2 quw'on a & .. = /2. .. On supposera donc toujours
l<g' <g/2

(9-4) Si F’ (resp. F”) est la partie fixe de M’ (resp. M""), il résulte de 9.1(iv)
qu’on a:

(9.5) F(F' x F”) C Sing ©

ou O est le diviseur théta de A.
En particulier, si g — g’ > g’ > d = deg 8, on a:
8 g
"yg g—g ‘/Ve—M
Le reste de cette seconde partie sera consacré a 1’étude des ALy 8 ,g—g~ Pour
certains types 8, on montrera que I'inclusion (9.5) est une égalité pour B’ et B”

génériques, et que <7 8, g—g ©St une composante irréductible de A% , 4., 5 pour
g— 8 >g >degd.

Démonstration de la proposmon 9.1 et de 9.2. Puisque j’ est injective, le noyau
de l’apphcatlon duale /: A - B’ est connexe. On note B” son image inverse par
¢, A A et J” I'injection B” = A. La matrice de la polarisation f*L induite
sur B’ X B” est:

JoLi’ T _ (¢M, 0 )
j//¢le le¢LjII O ¢M”
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puisque, par construction, f’cp ;J'' et son dual jA”qb ; j' sont nuls. Ceci prouve (i) et
(i1). L’unicité est évidente, De plus, il existe un sous-groupe K de H(M’) et une
injection : K = H(M") tels que Ker f = {(x, ¢yx)|x € K }. Comme L est une
polarisation principale, on a ({[Mu 5], page 295):

(Card K)* = (CardKer f)* = Card H(f*L) = Card H(M’) - Card H(M").

Il s’ensuit que ¢ est un isomorphisme de H(M') sur H(M ”) De plus, ([Mu 5],
page 291), Ker f est isotrope pour la forme symplectique e/"L, ce qui prouve (iii).

Vu la définition de e/, il revient au méme de dire que ¢ se reléve en un
isomorphisme ¥ 9(M’) > 9(M") qui est I'inverse de I'identité sur C*. Soient
G et K’ deux sous-groupes de niveau maximaux de ¢(M’) tels que G N K’ = {1).
Soit s’ (resp. s”') un générateur du sous-espace de H°(B’, M") (resp. H*(B", M""))
invariant par K’ (tesp. Y(K’)). Comme %(M’) opére transitivement sur
HO(B’ M), {g-5s'|§ € G} est une base de H°(B’, M’). De méme, {z[/g s"|g
€ G} est une base de H(B”, M”). Tout élément de H°(B’ X B”, f*L) in-
variant sous I’action du sous-groupe de niveau maximal {(X, %) |X € 9(M')} de
G(f*L) = (M) X 9(M")/{(A, A\"1)|A € C*} engendre f*H’(4, L). 11 est
facile de vérifier que

(9.6) s= 2 (§-s) @ (dg-s")

geG

convient.

Réciproquement, pour montrer 9.2, il suffit de remarquer que les hypothéses
entrainent que K € H(M’ ® M") est totalement isotrope maximal. B

10. Les ensembles J, ; et %, ;. On introduit les sous-variétés fermées
suivantes de &7,

= {(B, M) € &, s5|un des éléments de | M| a un point de multiplicité¢ > 2}.
g,8
2, = {(B, M) € o, ; qui ne vérifie pas la propriété (P) ci-dessous }

(P) Le lieu fixe F de | M| est lisse de dimension g-deg § si cet entier est > O,
vide sinon. De fagon équivalente, si {s;,...,s,} (d = degd) est une base de
H% B, M), on a:

as;
VzeF Rang(—a—zi.(z)) . =d

1gi<d
Y 1<j<g

Par exemple, pour la polarisation principale § = (1), on a:

Tey € Ugqy = N & Ay
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ProOPOSITION 10.1. (%, = Ay 5) = (T 5= S, 5)-

Démonstration. On pose 0.(z, 1) = 0['](2 T) (cf. 1) pour z € C8, 7 € X,
re A;'28/78 =T, Les {0(z 7)},er, forment une base de H%(B, M), ou
(B, M ) € , 5 correspond & 7 (1.5). Si 02/ =/, 5, la méthode employée dans
[A-M] (pr1n01palement Lemme 8§, page 203) montre qu’il existe

(a) un ouvert U de #;

(b) deux morphismes X U— C?~ {0} et s: U~ C5 tels que

VreT; 6,(s(1),7)=0

(10.2) vie(l,...,g) SA(r

T ,'r)=0, pour r € U.

Si on dérive I'égalité ¥ A (7)8,(s(7), 7) = 0 pour 7 € U par rapport & 7, ON
trouve, en utilisant (10.2) et les équations de la chaleur pour les 6, (([A-M], page
202):

VieUVi je(l,..

(()'r)

ce qui, avec (10.2) implique 7, ;> U. &

Remarque 10.3. On s’est uniquement servi du fait que les @, vérifient les
¢quations de la chaleur. En particulier, si on se ﬁxe des constantes o’ pour r € I's

et 1 < i< n avec Rang(al) =n et si Te. 5 * H, 5, alors, pour B générique dans

&, 5, On a:

,-él div(;aio,(- , T))

est lisse de dimension g — n si n < g, vide sinon.

THEOREME 104. Ona I, ; + S, 5 dans les cas suivants:
Moé=@2),g=>1

@ 6=@3), g=>2.

(1) 6 =(2,2), g=2o0ug> 4.

Démonstration. On fait une démonstration par récurrence, en utilisant une
construction analogue a la construction 9.2 de Ly 2 , ¢~ On prend les notations de
la démonstration de 9. letonpose M =M R M "’ polansauon sur B= B’ X B”.
Le sous-groupe {(%, y%)|X € K’ } de (M) est de niveau, de cardinal deg 6. On
note H son image dans H(M). Il existe une variété abélienne polarisée (C, N) de
type & et une isogénie 7: (B, M) - (C, N) de noyau H. Une base de
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a*HO(C, N)C HY%B, M) est {s,=sis{’|h e G~}, ou on a posé s/s) =
(h-s)® (Yh - s").
LEMME 10.5. Si (B",M") & . s et si divs{’ est lisse, alors (C,N) &
Ty g5 dans chacun des cas suwants
6)) 6=(d) etg =1.
(1) 8 = (2,2) et (B, M") générique dans ) , 5.

Démonstration. (1) g’ = 1. On suppose que le diviseur de s = X, ccA,s, €
H%C, N) a un point (x’, x””) de multiplicité > 2. On a en particulier:

Z}‘hsh(x )si'(x") =0

I

a ’”
2,17

1{ h "y —
;Ahsh('x ) axi,, ax;/ (‘x ) 0.

thsh('x (x”) =0

Comme (B”, M'") n’est pas dans .7; s ON a:
Vhe G Asi(x')=0.

Puisque g’ = 1, les diviseurs des s, sont disjoints deux a deux. Par conséquent,
au plus un des A, est non nul et divs = (B’ X divs}’) U (divs, X B”) n’a pas de
points de multiplicit¢ > 2 puisque divs;’, translaté de divs{’, est lisse.

2) g=2, §=(2,2). On a encore A,s;(x’) =0 pour tout h. En utilisant
I’équation de la surface de Kummer (c’est-a-dire I'image de B’ par le morphisme
associé 4 |M’|) donnée dans [Mu 5], page 354, on remarque que si 3 des sections
s; sont nulles en un point, cette équation est du type Bxyzw + C(x%y? + z%w?)
+ D(x*w? + y%2?) + E(x%2? + y*w?) = 0, qui n’est pas une surface de Kummer
générique (cf. fin de la démonstration du théoréme 10.4). D’autre part, si 3 des A,
sont nuls, on peut conclure comme ci-dessus (cas g’ = 1). On supposera donc:

G=1(1,2,3,4) s{(x)=s3(x)=0, Ay=A,=0, AA,#0.
Pour B’ générique, le lieu (divs{ N divsj) est lisse (il suffit de vérifier que pour

(4, ©) générique dans &, et tout a € A[2], © - B, est lisse). Or on a, pour
l<j<2etl<k<xg”

as{ . s )
13 ,(X)S (% )+>\23 ,(x)s (x") =0

le as{’ 332 as;’

Mg () g () + Mg () 35 () =0,
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Comme Rang(ds// dxi(x") =2, on en déduit x” € Sing(div s{’), ce qui con-
tredit 'hypothése. m

Pour terminer la démonstration du théoréme, il suffit de traiter les cas:

(1) 8§ = (2), g = 1. Evident.

(2) 8 =(3), g=2. On reprend les notations du lemme ci-dessus avec g =
g” = 1. D’aprés [Mu 5], page 350, I'image de B” par le morphisme x” —
(5§’ (x"), s{’(x""), s3’(x"")) a pour équation:

X3 + Y3 + Z3 _ 3}1."XYZ, ”u & {1 = w3’ w, wz,oo}.

Si (x’, x”) est de multiplicité > 2 sur divs, x” est de multiplicité > 2 sur
div(Z?_ A ;s/(x")s!’). Cest donc un point d’inflexion de la cubique. Or on a:

{Points d’inflexions} = {(0, 1,-1);(0,1, —w); (0,1, —w?) et permutations}
{Tangentes} = {p’X+ Y+ Z, p"wX + Y + w?Z,

p’'w’X + Y + wZ et permutations} .
On en déduit: '

(10.6) (Aos(x), Ais{(x), Ays3(x)) € {(0,0,0); (n”,1,1); (0w, 1, 0?);
(p"w?,1, w) et permutations}

(10.7) (s6"(x"), s{"(x""), 53'(x"")) et par symétrie, (s4(x"), s{(x"), s5(x"))
©7 sont dans {(0,1, —1); (0,1, —w); (0, 1, — w*) et permutations}.

Par (10.7), exactement un des s/(x’) est nul. On peut supposer p” # 0. Par
(10.6), deux des A; sont nuls, ce qui termine la démonstration.

(3) 8 =(2,2), g = 2. 11 suffit de montrer qu’il existe une surface de Kummer
dans P’ dont toute section hyperplane n’a que des points de multiplicité au plus
deux. La quartique S, d’équation:

F,=xg+ x{ + x5 + x5 — 2(2 + &) xgxyx,%; + e(x2x? + x3x2)

est une surface de Kummer pour ¢ ¢ {0,2, —2}. Si une section hyperplane a un
point de multiplicité > 2, il existe un point de S, en lequel la forme quadratique
Y. 0%F,/dx, 0x ; X;X; est de rang < 2. On vérifie que c’est impossible pour ¢ = 0
donc aussi pour & voisin.



264 OLIVIER DEBARRE

4 6 = (2,2), g = 5. On reprend les notations du lemme ci-dessus avec g’ = 2
et g’ = 3. On supposera que:

(D) (B, M') € T, 5,2V ;2,2 (Cest possible d’aprés le cas 3) qu’on vient
de traiter et 10.1).

(1) divsy” et divs{” - divs} lisses (C’est possible puisqu’on a I (,, # &, 5 =
Us, 2 * A3, (3)-

(iii) divs{’ - divsy - divs{’ et F” = divs;’ lisses de dimension 0, de longueurs
respectives 24 et 16.

Pour montrer ce dernier point, il suffit de montrer, d’aprés (10.10), que pour un
élément générique (A4,0) de 4, et a,b € A[2] non nuls distincts vérifiant
e,(a,b) =1, on a:

(a) © -0, - O, est lisse de dimension 0. Il suffit pour cela de considérer un
produit de 3 courbes elliptiques.

b)©-6,-6,-0,,, est lisse, égal & {¢,e + a,e + b,e + a+ b} pour un ¢
d’ordre 2. On laisse la démonstration de ce fait au lecteur.

Remarquons que ce dernier fait entraine que %; (, 5y =% 5. On a donc
aussi, par 10.1: J; , 5y = 5 (5 9)-

On fait maintenant la construction du lemme 10.5. Si (C, N) € I , 5, on
déduit de (i) A,s/’(x"") = 0 pour tout h.

Si A, =A;=A,=0, divs = (B’ X divs]’) U (divs] X B”) n’a pas de point
de multiplicité > 2 par (ii).

SiA;=A,=0, \\A,#0,0na s{/(x”) =s5(x") = 0.

L’hypothése (ii) implique, comme & la fin de la démonstration de 10.5, que
s{(x") = s§(x") = ds{/Ix}(x") = ds5/3x](x") = 0; ce qui contredit (i).

Si Ay =0, A;AA; #0,0na s{’(x”) = s)/(x") = s§/(x’) = 0.

On arrive de la méme fagon a une contradiction en utilisant ’hypothése (iii).

Si A AAA, # 0,0na s/ (x”) =0 pour tout h € {1,...,4}.

Par (i) on sait que Rg[ds;’/dx/'(x”)] = 3. On en déduit que:
asj, as}

x’ x’ < 1.
ax{( ) 3x5( : 1<h<4

Comme ¢ ,: B’ — P? est non-ramifié hors de B’[2], on a x’ € B'[2]. Si on
fait varier B’ dans &, ,,, on voit que (s{(x'),..., s{(x)) € P> décrit une
sous-variété qui engendre P* (considérer un produit de 2 courbes elliptiques)
donc ne peut rester dans Ker[ds/’/dx //(x)] qui est de dimension 1.

Donc tous les A, sont nuls et (C, N) € 75 (, 5. W

Rg|si(x")

Indiquons rapidement une extension des résultats du théoréme 10.4. Pour
a € C# — Z8, en définit les fermés analytiques suivants de 5#;:

T .={1€H#]3 x€Cs 3 (\,p) € P! tels que z~ A(z,7) +
pd(z — a, v) sannule a P'ordre 2 en x}

U, , = {7 € H#,|La propriété suivante n’est pas vérifiée: le lieu d’équa-
tions #(z,7) = 8(z — a, v) = 0 dans C?# est lisse de dimension
g— 2 pour g > 2, vide pour g = 1}.
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Il est clair par exemple que si 2a € Z%, I'image de Ty a (tesp. %, ,) dans
g 2y St T, ) (resp. %, ). On montre comme en 10.1 que (U, , = H,) =
(7, . = 9¢,)- La méme démonstration que celle utilisée pour le cas (1) gg’ = 1)
du lemme 10.5 permet de prouver quesia’ € C — Z, 7/ €3¢, a” € C8 — 7%,

" & T . 4, DIVO(-, 7") lisse, alors 7= (7 0 )& T, . . On en déduit:
g ,4a 0] " g+1’(a’a)

PROPOSITION 10.8. Soient g > 1 et a un élément de C# dont aucune composante
n’est entiére. Alors ona 7, , # ¥,.

Démonstration. 1l reste a traiter le cas g = 1. Si la proposition était fausse, il
existerait un ouvert U de 5, et deux morphismes A: U —» C* s: U— C
vérifiant, pour 7 € U:

A(7)0(s(7),7) + 6(s(7) — a, 1) =0

a6 96
(10.9) M) o=(s(r)7) + ——(s(r) —a,) =0

0% d20
)\(T)a—zz-(s(f), T) + 32—5(5‘(7) —a,t)=0.

En dérivant la premiére équation par rapport 4 7, on obtient, avec les deux
autres et ’équation de la chaleur:

aN
Z('r)ﬂ(s('r), ) =0.

Si 0(s(7), 7) =0, on a aussi 8(s(7) — a, ) = 0 par (10.9), ce qui est impossi-
ble en genre 1 si a &€ Z ® 7Z, donc pour 7 générique. On a donc A(7) = A,
constante. On déduit alors du Lemme 9 de [A-M] que A8(z, 7) + 6(z — a, 7) est
identiquement nulle, ce qui est impossible. B

(10.10) On peut traduire les résultats de 10.4 (joints a celui de 10.1) en termes
d’intersections de translatés du diviseur théta d’une variété abélienne principale-
ment polarisée générique. Par exemple, si (B, M) est une variété abélienne
polarisée de type 8 = (d), il existe une variété abélienne principalement polarisée
(4, ©), une isogénie 7: (B, M) — (4, 0) avec 7*0 = M, une base {s,,..., s,}
de H°(B, M) et un élément a de A d’ordre d, engendrant w(H(M)), tels que:

div(s;) = 7*(6

ja) pourl <j < d.

Le lieu fixe de |M| est alors revétement étale de Iintersection
©-9, .- 'e(d—l)a)-

Dans le cas § = (2,2), I'image #(H(M)) est isomorphe a (Z/2)2, engendrée
par a = m(b) et a’ = w(b’), avec b, b’ € B[2]. On a ([Mu 6], page 228):

ey(a, a’) = et (a, a’) = eM*(b, b') = eM(b,2b') = 1.
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Le lieu fixe de | M| est alors revétement étalede © - 6,-0,.- O, ,
On en déduit:

CoOROLLAIRE 10.11. Soit (A, ©) une variété abélienne principalement polarisée
générique de dimension g > 2. On a:

(i) Si a est d’ordre 3, © - O, O,, est vide pour g =2, lisse de dimension
g — 3 pour g > 3.

(1) Si a et b sont distincts, d’ordre 2 avec e,(a,b) =1, © - 6, O, est vide
pour g = 2, lisse de dimension g — 3 pour g > 3, et © - 0,- 0, - O, , est lisse de
dimension g — 4 pour g > 4.

De plus, ces schémas sont irréductibles lorsqu’ils sont de dimension strictement
positive.

Démonstration. D’aprés ce qui précéde, ces résultats sont une conséquence
immédiate du théoréme 10.4, de la proposition 10.1 et de la remarque 10.3
L’assertion d’irréductibilité est conséquence du résultat suivant (([F-L]): si L est
un faisceau inversible ample sur une variété projective irréductible X, s,...,s
des sections de L, alors le lieu N]_,div(s;) est connexe pour r < dim X. B

r

De méme, on déduit de la proposition 10.8 le théoréme suivant:

THEOREME 10.12. Soit (A, ©) une variété abélienne principalement polarisée
générique de dimension > 2. Alors, pour tout a non nul de torsion dans A, © - O,
est lisse de codimension 2. En particulier, si © est symétrique, les seuls points de
torsion sur © sont d’ordre 2.

Démonstration. L’espace des modules des variétés abéliennes principalement
polarisées (A4, ©) munies d’un élément non nul @ d’ordre n fixé est irréductible et
la propriété “O - O, lisse de codimension 2” est ouverte. Il suffit donc, pour
chaque n > 2, d’exhiber (A4, ©) et a d’ordre n avec O - O, lisse de codimension
2. Or, par 10.8, pour a,=(Q1/n,1/n,...,1/n) € Q% on a J, , + ¥, soit
Uy, o, * > de sorte qu'il existe 7, € i, tel que le lieu 8(z, 7)) = 0(z ao, To)
= 0 dans Cg soit lisse de codimension 2 L’image a du point a, dans la variété
abélienne principalement polarisée A, = C8/Z8 ® 7,Z% est d’ordre n et © - O,
est lisse de codimension 2. L’assertion d’irréductibilité découle comme ci-dessus
de [F-L]. Enfin, la derniére affirmation provient du fait que si O est symétrique
etsi x € O, O - O,, est singulier en x. A

11. Le lieu singulier du diviseur théta d’un élément générique de .9/:,, g

PROPOSITION 11.1.  On suppose Ty 5 # Ay 5 € Ugr 5 F Zgr s (ou l’inverse)
et g’ > g'. Alors le lieu singulier du dwtseur théta d un element générique de
AL o est

(a) vide si g’ < degd = d;

(b) lisse de codimension 2d sinon, avec égalité dans (9.5). Les singularités de ©
sont toutes quadratiques de rang 2d.
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Démonstration. Si on n’a pas égalité dans (9.5) pour tout élément de Jfgs,, g il
existe, comme dans la démonstration de (10.1)
(a) un ouvert U’ de #,,

(b) un ouvert U” de .,
(c) deux applications holomorphes,

s U X U - C¥, s U XU - C¥¢,
tels que:
VreU,vrelU’,vie(l,...,g'}, Ve {1,..., 8"},
(11.2)

les 8/ (s’(7’',7"),7"), 6(s"(7’, "), v"") r € Ty, ne sont pas tous nuls.
r r 8

(11.3) Zﬂr’(s’('r’, ), 7’)0’:(.9”(7', T”), 'r”) =(
a0,
(11.4) E 5 (s’(7', "), fr’)ﬁ’;(s”('r’, ), 7") =0
r Z,-
38y,
(11.5) Y 0:(s (', 77), 1) Py (s”(7’,7"),7") = 0.
r J

Si on dérive (11.3) par rapport a 7/

"> on trouve, en utilisant (11.4), (11.5) et les
équations de la chaleur:

207

v i, ] » Z r (S’(T’, 'T”), ’T,)ef;(SH(T,, ’T',), 'T”) = (.

’ 4
dz{ dz]

Vu Thypothése I, 5 # o/, 5, on en déduit:
Vrel Ve UVs"eU” §/(s"(v,7"),1") =0.
De I'hypothése %, s # o, 5 et de (11.5), on déduit:
Vr, o, §/(s'(v,7"),7) =0,
ce qui contredit (11.2).
Pour un élément générique (A4, ©) de Mg‘?’ g~ on a donc égalité dans (9.5):

J(F' X F”) = Sing ©. Puisque %, 5 + o/, 5 (par 10.1) et %, 5 # . 5, Sing ©
est lisse de codimension 2d (ou vide si g’ < d).
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Si g’ > d, 1a matrice des dérivées secondes en un point singulier est:
8

0 T=

AL
Z a ’ a n( )) 1<i€g’
1g<g”

T 0
Si B' &€ U, 5, B" &€ U, 4, alors:

301 ’”
Rang(—é——(z ))i’r = Rang( az}’ (zn))j r —d<g <g"

Les singularités de © sont quadratiques de rang 24. B

COROLLAIRE 11.6. Pour & = (2), (3) ou (2,2), le lieu singulier du diviseur théta
d’un élément générique de ) .. (g’ > g') est

(a) vide si g’ < degd = d, sauf si 6 = (2,2) et 3 € {g’,8"};

(b) composé de (d!)? points si g’ = g" = d,

(c) lisse avec (d — 1)! composantes connexes de codimension 2d si g’ > g’ = d,

(d) lisse irréductible de codimension 2d si g’ > d.

Démonstration. 11 ne reste qu’a calculer le nombre de composantes connexes
en gardant en mémoire la fin de ’énoncé de 10.11. On suppose g’ =d. On a
(M8 =d - (g") (cf. 1.3). Le lieu fixe F’ de M’ est de cardinal d - d! et est
stable par H(M"), qui est de cardinal d? (1.4). Le nombre de composantes est:

(d-d)/d* sig’=d

d-d\/d* sig'>d.m

Remarque 11.7. Les singularités de O sont alors quadratiques de rang 2d et
Sing O est invariant par un groupe de translations de cardinal d?, isomorphe 4
H($), & savoir f(H(M") X {0}) = f({0} X H(M")).

Il est intéressant de compter, pour un élément générique de chacune des
familles ci-dessus, le nombre de points d’ordre 2 singuliers sur un diviseur théta
symétrique.

PropoOsITION 11.8. Pour g” > g deg é et 8§ = (2), (3) ou (2.2), un diviseur
théta symetrzque d’un élément generzque de 8‘3 g contient

(A) 25+8"-2(28' -1 — 1)(28"~1 — 1) points d’ordre 2 si 8 = (2)

(b) aucun point d’ordre 2 si § = (3)

(c) 28*8"~2(28'~2 — 1)(28"~2 — 1) points d’ordre 2 si § = (2,2).
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Démonstration. Soit f: (B’ X B”", M’ ® M”) - (A, L) une isogénie faisant
de (A, L) un élément de le;,, g~ On prend les notations de la section 9. Quitte a
remplacer M’ et M” par des translatés, on peut supposer les diviseurs div(s’) et
div(s”) symétriques. L’unique élément © de |L|, d’équation (9.6), est alors
symétrique.

Dans les cas ou l'inclusion (9.5) est une égalité (par exemple pour un élément
générique de 7. . avec § = (2), (3) ou (2,2) et g” > g’ > deg §), un point
d’ordre 2 de A singulier sur © peut s’écrire f(x’, x”’) avec x’ € F/, x"”" € F”,
2x' € H(M"), 2x"” € H(M") et y(2x") = 2x".

Comme o = 2x’ € H(M"), il existe une isogénie f’ de (B’, M’) sur une variété
abélienne principalement polarisée (A’, ©”) dont le noyau contient o’. On a par
construction (comme en 10.10):

(1.9) e N Oy
h e H(M')

ce qui entraine (cf. [Mu 6], page 228), avec L’ = 0(O’):
Vi eH(M) 1=e"(f(x), f(I)) =eM(x, k)

=eM(Q2x', 1').

La forme e™ étant non dégénérée; on en déduit que ' = 2x’ est nul, donc
aussi 2x” = ¢(2x’).

De plus, les éléments f'(x” + k'), de torsion sur A’, sont tous sur O’ par (11.9).
Par 10.12, ceci n’est possible, pour A’ générique, que s’ils sont tous d’ordre 2.
Ceci ne sera réalisé pour toute isogénie f’ que si & est un type (2,2,...,2)
(r fois). Ceci montre déja le second point de la proposition. Pour le reste, il suffit
de compter le nombre de points d’ordre 2 sur une intersection (. .0/, ou V est
un sous-espace de A’[2] isotrope pour la forme e,, de dimension r.

Le résultat est conséquence de la théorie des formes quadratiques sur les
espaces vectoriels sur F,. Cest:

Card V- (Nombre de 1 de la forme quadratique d 1nvar1ant)

d’Arf 0 associée 4 ©' sur V+*/V
= Jr. 2g’—r——1(2g’—r . 1) = 2g’—1(2g‘—r . 1)
On en déduit:

Card(F’ N B’[2]) = CardKer f" - 25712877 = 1)
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puis:

1
Card(4[2] N Sing B) = WCard(F’ N B’[2]) - Card( F”’ N B”[2])

1 , , ., .
= S 2287125 - 1)22E (28 - )

=28+ 228~ )28 - 1).

12. Application du théoréme d’Andreotti et Mayer

THEOREME 12.1. On suppose g’ =g —g' > g’ > 1, Ty s* Ay s et Uy
o s (cf. section 10) ou I’inverse. Alors, pour g’ degB g" N deg8

est une composante irréductible de N5 , 4, 5, de codzmenszon g'8" dans o,

Démonstration. On va appliquer le theoreme 5.4.3 d’Andreotti et Mayer 4 un
élément générique (4, O) de Ay 8 . g Par 11.1, Sing © est équidimensionnel de
codimension 2d, égal 4 f(F’ X F") ou F’ (resp. F”) est le lieu fixe de M’
(resp. M"). De plus F” est irréductible. On notera Fy une composante irréduc-
tible de F’: c’est un point si g’ = d, égal ad F'si g’ > d. On a déja remarqué, a la
fin de la démonstration de 11.1, que ’application (5.4.4) est donnée par:

(12.2) Fy X F" -» P(T,YB’' ® T,YB") C PS’T," 4

S, a 144

(z,27) = Z ( )

8 n( ”) 1<igg’”

l<j<g”

On rappelle que les ds//dz/ (resp. ds!”/ dz;’) sont des éléments de H°(F’, M")
(resp. HY(F", M")) (cf. [Gr], page 92, et Lemme 12.3 ci-dessous).

Pour prouver le théoréme, il suffit de montrer que (12.2) est non dégénérée,
puis d’appliquer 5.4.3.

LEMME 12.3. Soient (B, M) une variété abélienne polarisée de dimension g,
{s1,...,5,} une base de H°(B, M. On suppose que le schéma F partie fixe de | M|
est de a'zmenszon g — d > 0. Alors une base de H°(F, M) est

{0s,/0z]1<r<d, 1<j<g).

Démonstration. Pour 1 < r < d, on note D, le schéma défini par lannulation
de s5,..., 5,, et on pose Dy = B. On montre facilement que H'(D,, 0p,(dM)) =
pour O <i<g-—retdeZ, donc que la restriction H(B, (DB) - Hl( , 0 ,)
est bijective pour g — r > 1.
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Si on note E, le diviseur de s, sur B, on a les suites exactes:

0 — HYB,0y(M)/Cs, —HYE, 0,(M))— HYB,05) —0

l

0 —HYD,_,, 0p,_(M))/Cs, —H(D,, 0p,(M)) — H'(D,_;, 05 ) —0,

pour r>1, g—(r—1) > 1. Il est facile de voir (cf. [Gr], page 95) que la
premicre ligne est:

s
A A r 1
O—)<S1,...,S,,...,Sd>—)<S1,...,S,,...,Sd, '5Z—> - H (B, 08) - 0
J
ds,
- dz,,
7
3zj
pour un choix convenable des coordonnées z,,..., z g

On en déduit facilement par récurrence sur r que pour 1 < r < min(d, g — 1),
une base de H(D,, 0, (M)) est:

a5, as, ;
9oy s A sy o < .
Sr+1 Sd 3z, azj pour J<g
Dans notre cas, puisque g’ > d, on peut appliquer le lemme a (B”, M”). Si
(12.2) est dégénérée, on a:

ds/
I ) epiv eV e P LA, <z)3,,<z~>-—o

r i, j

a I

On déduit du lemme que:

ds;
VZeF Yjr XA, az,(z’) = 0.
i i

Si g’ > d on peut appliquer le lemme & (B’, M") et conclure que les A;; sont
tous nuls. Si g’ = d, alors la matrice (ds//dz!(z")) est d X d de rang d donc on
peut conclure aussi que les A;; sont tous nuls.

L’application (12.2) est donc non dégénérée et on peut conclure en appliquant
le théoréme d’Andreotti et Mayer 5.4.3. B

Remarque 12.4. Sous les hypothéses de 12.1, l'intersection dans PT,A4 des
cOnes tangents aux points singuliers de O, pour (4, O) generlque dans &7, 8 » €st
la réunion disjointe de PTyB’ =~ P& ! et de PT,B” = P& .
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COROLLAIRE 12.5.

() L2, est une composante de NEq pour2< g <g/letg>s.
(i) #S,_, est une composante de NEs pour3< g <g/letg>.
> 9.

(iil) 32 . est une composante de NEg pourd <g' <g/letg
Remarque 12.6. On rappelle (cf. Proposition 11.8) qu’on a, avec les notations
de I'introduction:

AP C O, POUr2 < g < g/2

n
)]
Mg’, g—g < gnull, g

APD Oy, pourd<g < g/
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