VERS UNE STRATIFICATION DE L'ESPACE DES MODULES DES
VARIETES ABELIENNES PRINCIPALEMENT POLARISEES

par Olivier Debarre

A la ccnférence sur les Fonctions Théta organisée par 1'American
Mathematical Society a Bowdoin en 1987, A. Beauville termina son
exposé ([B 1]) sur les variétés de Prym par le tableau suivant —que je me
suis permis de traduire et de modifier 1égerement :

Jacobiennes Pryms
dim Sing ® g-4 g-6
Réductibilité de BN0B, BNB®;NB
La variété de droites plans
Kummer a des trisécantes quadrisécants
Courbes de classe
m fois la classe m=1 m=2
minimale

en posant la question : est-il possible de définir gé¢ométriquement une
stratification de l'espace des modules des variétés abéliennes
principalement polarisées complexes de dimension g qui compléterait ce
tableau ?

Sans répondre compléetement a cette question, nous essayons
dans cet article de mettre en évidence des relations entre les propriétés
suivantes d'une variété abélienne principalement polarisée (X,8) de
dimension g :

1) Existence d’une "courbe" de m-plans (Mm+2)-sécants a la
variété de Kummer K(X) de (X,8) (voir Théoréme 4.1 pour 1'énoncé
exact).

2) Existence d’'un m-plan (m+2)-sécant a K(X) .

3) Existence d'une courbe dans X de classe m fois la classe
minimale.

4) Le lieu singulier de ® est de dimension au moins g-2m-2 .

5) La variété (X,®) est la variété de Prym-Tjurin associée & une
correspondance D symétrique effective sans point fixe vérifiant
(D-1D)(D+m-1)=0.



72

Chacune de ces propriétés est vérifiée par les jacobiennes de
courbes pour m=1 et par les variétés de Prym pour m=2 . On peut donc
espérer les utiliser pour construire la stratification voulue de 1'espace
des modules des variétés abéliennes principalement polarisées.

Sous des hypothéses restrictives, pour lesquelles nous renvoyons
aux énoncés des théorémes (en particulier, on suppose la plupart du
temps la variété abélienne principalement polarisée X suffisamment
générale), nous montrons les implications suivantes :

N=2)=4)
[ t
3) & 5)

L'implication 5)=> 3) est due & Welters ([W 1]). La démonstration
de 1)= 3) (Théoréme 4.1) est une extension de la démonstration de
Gunning du cas m=1 ([G 1]). Celle de 'implication 2)= 4) (Corollaire 3.5)
emprunte des idées de [B-D] et celle de 5)= 4) une idée de A. Bertram
([Be]).

Rappelons que dans le cas m=1, la propriété 3) caractérise les
jacobiennes parmi les variétés abéliennes principalement polarisées
indécomposables ("critére de Matsusaka" [M]). C'est aussi pratiquement
le cas de 1a propriété 1) ("critére de Gunning" [G 1]), mais pas de Ia
propriété 4) ([D 1], [Dol). Welters a conjecturé que la propriété 2)
caractérise les jacobiennes ("conjecture de 1a trisécante" [w 21, [D 2]).

En ce qui concerne le cas m=2 , on sait que les variétés de Prym
ne sont pas les seules variétés abéliennes principalement polarisées qui
satisfont 2) ([B-D] Remarque 1) page 617) ou 4) ([D 1]). En décrivant
completement dans [W 1] les variétés abéliennes principalement
polarisées satisfaisant 3), Welters montre en particulier que cette
propriété ne caractérise pas non plus les variétés de Prym.

En nous basant sur cette étude de Welters et suivant les idées de
[G 1], nous proposons pour terminer une caractérisation des variétés de
Prym de type 1) (Théoréme 5.2).

Pour conclure, je voudrais proposer quelques questions proches
des problemes abordés dans cet article (les deux premiéres sont dues a
Welters [W 1]) : quel est le plus petit entier m tel que toute variété
abélienne principalement polarisée de dimension g contienne une courbe
de classe m fois la classe minimale ? Pour tout entier m>1 , quel est
le genre maximal des courbes de classe m fois la classe minimale sur
une variété abélienne principalement polarisée de dimension g ? Quelles

sont les variétés de Prym-Tjurin dont la variété de Kummer admet des
m-plans (Mm+2)-sécants ?
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On se place dans tout cet article sur le corps des nombres
complexes.

1. Jacobiennes de courbes
Soit C une courbe projective lisse de genre g et soit JC sa
jacobienne. Pour tous points p, py, pp et pz de C, on aune

inclusion schématique :

® N Bp,—py C Opp, U Bp,py sy

ou ® estundiviseur théta sur JC et ou, pour tout éiément x de JC,
®, désigne le translaté de ® par x . Cette propriété admet
l'interprétation géométrique suivante. On peut supposer le diviseur @
symétrique. Soit Y :JC— P29-1 e morphisme associé au systéme
lingaire |2@] . L'image de ¥ est la variété de Kummer de JC . Soit pg
un point de C et soit T l'image de C dans JC par l'application
p—Oc(p-pg) . Ona:

(1.1)  Pour tous points Xy, X2 et x3z de T et tout élément & de
T (T-xi-%-x3), les points Y(E+xy), Y(C+xp) et Y(E+x3)
sont alignés.

La variété de Kummer de JC admet donc une famille de
dimension 4 de droites trisécantes. Une extension moins connue de ce
résultat, due & Gunning (IG 2], [G 3]) est qu'’il existe, pour tout m=2,
une famille de dimension 2m+2 de m-plans (m+2)-sécants.

(1.2) Plus exactement, pour tous points X{seeosXm+21Y1s -0y Ym de

r,et 2¢ = ZyYj - ZXj, les points Y +X) yeery Y +Xm42)
sont sur un m-plan.

Rappelons pour terminer que le lieu singulier de ® est partout de
codimension inférieure ou égale 4 4 dans JC et qu'ona:
(1.3) vx,x' el Sing® C By_y' ,

de sorte que dim(®y_,'NSing®) = g-4.

2. Variétés de Prym

Soit C — C un revétement étale double de courbes projectives
lisses. On note o 1involution correspondante de C et o*
I'endomorphisme induit sur JC . La variété de Prym associée est la
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sous —variété abélienne P de JC image de 1'endomorphisme (1-o*) .
Elle est munie d'une polarisation principale naturelle ([Mu]). Pour tous
points p e q de C , on notera p,ql 1'é1ément
p+q-op-oq=(1-0*)p-oq) de P.

On rappelle que si C est suffisamment générale ([B-D]
Proposition 1) et si p, Pis» P2, et pz sont 4 points de c , ON a une

inclusion schématique :

(2.1) ® 0 Bppd N Bppal € Oppsl Y Bppy iyl

ol ® est un diviseur thétade P .
Cela entraine que pour tout élément ¢ de P tel que

2¢ =1Ip,p3l +[py,P2], les 4 points Y(&), Y(&-Ip,p1)), ¥(&-Ip,po])
et Y(&-I[p,pz]) de la variété de Kummer de P sont coplanaires. I1y a

donc une famille de dimension 4 de plans quadrisécants.

I1 est utile d’exprimer cette proBriété sous une forme légérement
différente. Le choix d'un point Pg de C permet de définir un morphisme
pl—>[p,p0] qui envoie C sur une courbe I' dans P . Pour tous points
P1, P2, Pz et p de C, onchoisit unpoint & de JT tel que :

28 = (Ip,pol = IP1sPol = [P2,Pg] = [P3,PgD -

Un petit calcul montre que les 4 points coplanaires précédents
sont :

Y€ +[p1,poD) » Y€ +Ip2,pe)), Y +Ip3,pol) et
Y& +[p1,Pol+[P2,Pol+IP3,Pgl=[PgsP)) -

(2.2) 11 existe donc une courbe T"CP et un point Xo de TI' tels que,
pour tous points Xy, X, et Xz de I' et tout élément ¢ de
3 (T-x1=%x2-X3), les 4 points Y +x(), YR +x2), Y +x3)
et Y(C+x;+Xo+X3-%Xy) sont coplanaires.

Remarquons que 1a classe de I' est deux fois la classe minimale
et que Xy-I'=TI. On utilisera plus loin la propriété (2.2) pour donner

une caractérisation des variétés de Prym.

Comme dans le cas des jacobiennes, on peut généraliser cette
propriété des variétés de Prym en montrant qu’il existe une famille de
dimension (2m+2) de 2m-plans (2m+2)-sécants, pour tout entier
m . Il semble que tous les (Z2m+1)-plans (2m+3)-sécants soient
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dégénérés (i.e. contiennent un 2m-plan (2m+2)-sécant).

Rappelons pour terminer que le lieu singulier de ® contient une
sous-variéte notée Singgt® qui est partout de codimension =<6 dans

P ([Be], [D 1]). Elle vérifie de plus :
(2.3) Vx,x' el Singst ® C By _y!

de sorte que dim(®y,_y'NSing®) = g-6.

3. Plans sécants et singularités du diviseur théta

Soit (X,®) une variété abélienne principalement polarisée
indécomposable de dimension g , ou ® est un diviseur théta
symeétrique, et soit {61,...,629} une base de l'espace des sections de
©y(2@) . L'image du morphisme associé ¥ : X — P2%-1 est 1a variété de
Kummer K(X) de X.

Soit m un entier strictement inférieur a g . On suppose qu’il
existe des points Xy,...,Xmpm4+2 de X non d'ordre 2 tels que leurs

images par Y soient distinctes et situées sur un espace linéaire de
dimension m . En choisissant m minimal, on peut toujours supposer que
ces images sont en position générale sur ce m-plan. Il existe alors des
constantes Ay, ..., Amp42 nonnulies telles que :

m+2

(3.1) Vvnef(l,...,29) > Ajoplxp = 0.

i=1

La formule d'addition de Riemann permet de transformer cette
égalité en :

m+2

V x€X z Aj 8(X+X;) 0(x-%;) = 0,

i=1
ou © désigne un générateur de H°(X,®x(®)) . On en déduit 1'inclusion
schématique :

(3.2) Oy, N Oy, N...N B . C By UG

Choisissons une base Dy,..., Dg de champs de vecteurs sur X
et, pour tout j=1,...,m+1, un générateur exj de H°((9x(®xj)) . On
définit le lieu jacobien Jac(®y, N ... N By ) comme le schéma des zéros
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sur ®,. Nn...N O des mineurs maximaux de la matrice jacobienne
X1 Xk
. . ] . . N
(DJeXi)HiSk,ISng . Ensemblistement, c’est le lieu ou ®x1n e N @Xk
n'‘est pas lisse de codimension k .

Supposons 1'inclusion (3.2) vérifiée. On distingue deux cas :
) Si Z=0yNn...Nn0 n‘est pas de codimension (m+1), on

a alors :

Xm+1

dim Jac(®y,Nn...N Oy ) = g-m.

ii) Si par contre Z est de codimension (m+1) , le méme
argument que celui employé dans [B-D] Proposition 2, basé sur la
résolution de Koszul de 1'idéal de cette intersection, montre que Z n’est

pas contenu dans @Xm ni dans ®-><m Ceci prouve que

+2 +2

N8By ,,NB_y ., estcontenudans Jac(®y n...Nn Oy ), donc
que :
(3.3) dim Jac(®y,Nn...Nn By ) = g-m-2.

L'inclusion (3.2) entraine donc toujours 1'inégalité (3.3). II
apparait que cette inégalité force l'existence de points singuliers sur le
diviseur ®

Théoréme 3.4. Soit X une variété abélienne et soient Xy,...,Xm+1

des points de X tels que, pour tous j#k , (xj—xk) engendre X . Alors :
dimSing® = dimJac(®y,Nn...Nn By ) - m

Corollaire 3.5. Sous Jes hypothéses du théoréme précédent, on
suppose de plus que les images des points Xy, ... y¥Xm+1 et d’un autre

point Xm o de X sur la variété de Kummer sont distinctes et situées

sur un m-plan. Alors :
dimSing® = g -2m -2

Remarques 3.6. 1) Il ressort de 1la démonstration du théoréme qu'on a
en fait des résultats un peu plus précis. Dans le théoréme et le
corollaire, il existe un indice j tel que, respectivement :

dim (Jac(@y N...NGOy ) N Sing By;) = dimJac(@y N...Nn By ) -m

et :

dim (8y,N...N0By  , NBy NG

“Xmae2 N Sing@xj) = g-2m-2
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2) L'hypothése que les points (xj-xk) engendrent X est

essentielle : si (X,®) est une variété abélienne principalement polarisée
qui contient une courbe elliptique E telle que ®.E=2 , l'image de E
dans la variété de Kummer de X est une conique, alors que ® est lisse
en général ([B-D] Remarque 1) page 617) |

Avant de démontrer le théoréme, énongons un lemme élémentaire
qui nous servira & deux reprises. Sa démonstration est laissée au
lecteur,

Lemme 3.7. Soient Y un schéma réduit et Li,-..,Ly des faisceaux
inversibles sur Y . On suppose que pour chaque j=1,...,r , il existe n

J J

sections FEREEY sn de LJ- (n=zr) telles que, pour tout y générique

dans Y, on ait :
Rang (5] (y)) = r-1.
Alors il gxiste, pour j=1,...,r , des sections }‘j de
L1®...® Lj®...®Lr non toutes identiquement nulles telles que :

r

Vi Yyey z )\j(g)s‘.j(g)=0.
j=1

Démonstration du théoréme 3.4.

On procede par récurrence sur m , le résultat étant évident
lorsque m est nul. Soit Z une composante de dimension maximale de
Jac(@y N...n Oy req - Supposons tout d'abord que la variété :

) N Z ,

m+1
B = JL=J1 JaC(@x‘n...ﬁ@xJﬂ...ﬂ@xm+1

soit de codimension au moins 2 dans Z . On choisit une courbe générique
C dans Z-B . Chaque D,-exj peut étre considéré comme une section de

®C(®xj) . Par définition du lieu jacobien, il résulte du lemme 3.7 qu'il

existe des sections non toutes nulles )‘j de

O @y +...+ ®Xj+"'+® ) telles que :

Xm+1
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vzeC Z)‘joiexj(Z)=°'
j

Soit n:N — C 1la normalisation de C . Par construction, les
sections n*)\j ne peuvent étre nulles que simultanément. Il en résulte

qu’elles ont méme diviseur F sur N, et que:
. % ~S
vj n OC(®X1+...+@XJ.+...+®xm+1) = o (F) .
On déduit alors du théoréme du carré que :
Vi, kK ”*Gc(@xj—xk - ®) est trivial.

Comme dans [B-D] Proposition 3, cela contredit 1'hypothése que
(xj—xk) engendre X .
La variété B est donc de codimension au plus 1 dans Z . On peut

appliquer l'hgpothése de récurrence, ce qui termine la démonstration du
théoreme.l

4. Courbes de plans sécants et courbes de classe minimale
On ne sait pas déduire plus que le corollaire 3.5 de l'existence

d'un m-plan (m+2)-sécant, méme dans le cas trés étudié d’'une droite
trisécante ([D 2)).

Cependant, si on suppose qu’il existe une famille & un parameétre
de tels plans, les méthodes de [G 1] permettent de construire une courbe
dans la variété abélienne de classe de cohomologie m fois 1a classe
minimale [®]9~1/(g-1)1.

Notre résultat, qui n’est valable que sous des hypothéses
restrictives (que 1'on pourrait sans doute améliorer), est le suivant :

Théoréme 4.1. Soit X une variété abélienne principalement polarisée
dont 1'anneau des endomorphismes est Z . Soient Xy,...,Xm4+2 d€s

points de X tels que les (X—Xy)x>1 Soient indépendants sur Z . On
définit :

V=o{ZeX| ¥(&+%),..., ¥Y(E+Xm42) sont surun m-plan )

el on suppose que :

(i) 2V contient une courbe irréductible compléete T,

(i) si LeV et 2Lel , les (m+2) points Y(L+x;) engendrent
un m-plan e tel que le schéma Ty .K(X) soit de longueur (m+2) et
en position générale.

Alors la classe de I" est m fois la classe minimale.



Remarques 4.2. 1) Les points (—xj—xk) , pour 1=<j<k=m+2 , sont

toujours dans 2V . On montre au cours de la démonstration que sous nos
hypothéses, ils sont aussi forcément sur I" et que TI" est Jisse en ces
points. Si on suppose seulement X indécomposable et les (—xj—xk)

distincts deux a deux pour j<k , mais qu’on suppose a priori que T
contient tous les (—xj—xk) et satisfait au reste des hypotheses, on

arrive a la conclusion suivante, dans 1'esprit de Theorem 2 de [G 1], qui
traite le cas m=1

e soit X admet une multiplication compliexe F non nulle telie
que F(xj—xk)=0 pour tous j et k,

e soit I" est de classe m fois 1a classe minimale.

2) L'exemple des jacobiennes montre que 1’hypothése que les
m-plans (m+2)-sécants sont non—-dégénérés est nécessaire (dans
(1.2), faire varier le point yy; sur la courbe I' : le m-plan

(m+2)-sécant contient un (m-1)-plan (m+1)-sécant lorsque y; est
égal & 'un des points Xj )

3) 11 résulte de la remarque 3.6.1) et du fait que (—xj—xk)el"
pour tous j#k que:

IXgel’ Vxel dim(B8y_x NSing®) = g-2m-2.

11 faut comparer ce résultat aux propriétés (1.3) des jacobiennes
et (2.3) des variétés de Prym.

Démonstration du théoréme 4.1.
Analysons tout d'abord 1'espace tangent a 2V en un point
(—xj_—xk) , pour j#k . Prenons par exemple j=1, k=2 et 20 =-X1—-Xo.

On a alors C+xy=-(L+%X5) , de sorte que eV . En différentiant la
relation Y(C+x)A...A¥Y (L +Xm42) =0, on vérifie que :

T—x1—x2(2V) = {D€T§+X1X IDYR+XDAYR +X2)A .. AY(C+ %Xy 4. 2)=0)
o TT; . Tg_‘_x1 K(X) .

Mais 1T§.K(X) contient déja les (m+1) points distincts
Y€ +x)=VY(L +x5) et 1}/(§+xj) pour j>2 . Nos hypotheses forcent
donc :
dim T—x1—x2(2V) < 1 lorsque (-xy—-%2) €I".
En particulier, 1a courbe I' est lisse en les points (-xj—xk) par

lesquels elle passe.
Du lemme 3.7, on déduit que pour j=1,...,m+2 , il existe des



sections X; de (9%1_, ((20) _y, +...+(2 @)_xj+...+(2®)_xm+2)tenes
que, avec les notations de (3.1) :

m+2

Viezll VYne(z/2)9 Z Aj(C) ep(C+xy) = 0.
j=1

Le diviseur de }‘j est stable par translation par tout point
d’ordre 2 de X . On peut donc écrire Div (Ay) = Z;Dj , ou 2, estla
multiplication par 2 sur X et ou Dj est un diviseur sur I . La section

)‘j est nulle si et seulement siles (m+1) points Y(C+xp), p#j; sont

sur un (m-1)-plan. Par hypothése, cela ne peut se produire que si deux
d’entre eux sont confondus, c’est-a-dire lorsque :

3p,q#] C+ xp = =(C + xq)
soit 2¢ = - Xp ~ Xq

Rappelons que I" est lisse en un tel point. Un calcul local montre
que si Aj s'annule & 1'ordre au moins deux en un tel point, les (m-1)

points Y(C+x,) pour r#j,p, q etladroite wy*(T_xp_qu") sont sur
un (m-1)-plan, ce qui est interdit par nos hypothéses. Le diviseur Dj
est donc contenu dans le lieu lisse de I et vaut :

> (=xp=x%q) .
P,a#j;p<q

Remarquons tout de suite que le fait que
O L (Dj=Dy) = O (B y,_x, ~B) est de degré 0 entraine que 1'entier :
Card {p #j | (—xj-xp)er‘}
est indépendant de j. On le note M.

A la courbe I' est associé un endomorphisme défini par :

r,®

¥V X € X otl_, o (x) = somme dans X des points du

diviseur or,(@x-@) .
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11 s’ensuit que :

(4.3) ap g xj=x) = > (=xp=xg) - P (=Xp=Xq)
P,q#j;p<q p,q¥k; p<q
—XP-XqGF —Xp—qur

= - Z (Xk+Xp) + Z (Xj+xq)
P#j,K q#j,k
-Xk—Xp € - Xj=Xp €

L'endomorphisme 9 est par hypothese la multiplication par

r,
un entier N . On a donc :

NCxj=xi) = Mxj=x%y) + Z Xp - z Xq ST -Xj=Xg €T
P#j,k a#],k
~Xj—Xp €T —Xk—=Xq €T
= (M=D(xj=x) + Z Xp - Z Xq ST —Xj=X €T,
P#],k a#j,K
—Xj—Xp €T - Xk—=Xq €T

L'hypothése que les combinaisons linéaires non triviales des
(xp—xq) sont non nulles entraine alors que :

e soit N=M et aucun (xj—xk) n‘est sur I" , ce qui est absurde
car M serait alors nul, donc aussi otl_, e’
e soit N=M-1 et tous les (xj—xk) sont sur I' . On a alors

M=m+1 et AL g=my - Ceci est équivalent au fait que 1a classe de I

est m fois la classe minimale et le théoréme est démontré.

S. Courbes de plans quadrisécants et variétés de Prym

Les variétés de Prym fournissent des exemples de variétés
abéliennes principalement polarisées dont la variété de Kummer admet
des 2-plans quadrisécants (2.2). Un raffinement du théoréme 4.1. dans
le cas m=2 va nous permettre d'utiliser cette propriété pour donner
une caractérisation des variétés de Prym.
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Théoréme S5.1. Soit X une variété abélienne principalement polarisée
indécomposable et soient Xy, X2, X3 et x4 des points de X tels que

chacun des points X(—Xo , Xj—=X3 el X{—Xgy engendre X . On suppose
de plus que les points (—x]-—xj) sont non nuls et distincts 2 a 2 pour
i<j . On définit :

V=oAZeX| ¥(&+%),..., ¥(L+xy4) sont surun 2-plan )

et on suppose que :
(i) 2V contient une courbe irréductible complete T ,
(i1) si eV et 2Cel’ , les 4 points 1}/(§+xj) engendrent un

2-plan 1T§ tel que le schéma TTQ.K(X) soit de longueur 4 et en position

générale.
Alors la classe de ' est 2 fois la classe minimale.

| La formule (4.3) exprimant les images des points (xj—xk) par

Yendomorphisme est toujours valable. Passons en revue les

(04
r,e
différentes valeurs possibles de M :

i) M=0. Tous les o(r'®(xj—xk) sont nuls, ce qui est

incompatible avec le fait que (X{-x») engendre X .
ii) M=1. Quitte & renuméroter x5, , Xz et x4, on peut
supposer que seuls (-X;{-%x5) et (-Xz-X4) sont sur I' . La formule

(4.3) donne alors o, ®(x1—x2) =0, ce qui est de nouveau incompatible

avec nos hypoteses.

iii) M =2 . 0n peut supposer (-xy{—xX2) et (-x;-x3) sur I' . La
seule situation compatible avec la définition de M est alors : (-x{—X»2)
et (-xo-x3)d T et (-x4-x%x3) et (-x4-%x3z) €l . La formule (4.3)

donne alors otr’@(x,—xd,) = 2(Xy—-%X4) . Comme (X;-X4) engendre X,

ceci entraine . La formule (4.3) donne alors 2(Xy—X2) =

r,e- %x
o ®(x1-—x2)= Xy—Xo+X3-Xg4 , SOIt —Xo-Xz=-X;-Xg4q , Ce qui
contredit nos hypothéses.

iv) Onadonc M=3, de sorte que « (xj—xk) = 2(xj—xk) pour

r,e
tous j et k , ce qui termine 1a démonstration du théoréme.H



Welters a fait dans [W 1] une étude exhaustive des courbes dans
une variété abélienne principalement polarisée dont 1a classe est 2 fois 1a
classe minimale. Nous nous appuyons sur ses résultats pour énoncer la
caractérisation suivante des variétés de Prym, analogue a 1a
caractérisation des jacobiennes qu'il donne dans [W 3] Corollary 1.8.

Théoréme 5.2. Soit X une variété abélienne principalement polarisée
iIndécomposable et soit " une courbe irréductible complete contenue
dans X , qui engendre X . On suppose qu'il existe des points x, , X> et

X3 sur I', avec Xo s 2Xo, Xo+Xz et 2%z distincts deux & deux tels
que, pour tout point Xy général sur T, les propriétés suivantes sojent
vérifiées :

(1) Pour tout Cef(T-x;-%x5-%x3), les points
Y&+X1) ..., Y@ +x4) engendrent un 2 -plan e tel que le schéma
Mg .K(X) soit de longueur 4 et en position générale,

(1) Tout point x sur T vérifiant 2X=Xq est singulier sur T" .

Alors T est une courbe stable de genre arithmétique 2dimX+1,
elle admet un transiaté symétrique Fo=T=-3%xy, le revétement

o= To/%1 est admissible au sens de Beauville ([B 2]) et sa variété de
Prym est isomorphe & X .

| On reprend les notations précédentes. Nos hypothéses entrainent
que pour x; assez général sur I, les hypothéses du théoréme S.1 sont

satisfaites avec x4 = R1+X2+X3 =Xy . On fixe un tel x; et on note
I"=1"-x,-x2—x3 - Par hypothése, T’ engendre X et les points
(=x2-%3), (-x;-%3) et (-x;=-x5) sont sur I . Il ressort de Ia
démonstration du théoréme 5.1, qu'‘ona M=3. En particulier :

~ X = (Xy+Xo+X3-Xy) € I
de sorte que xy-x; el et Xo=T'=T . Tout translaté I'y=T - IxXo de

I' est donc symétrigue. On est dans le cas II+ de Welters (Theorem
3.1.4) de [W 1]) et c’est 1a qu'intervient 1’hypotheése (ii). Elle assure que
tout point d'ordre 2 sur I’y est singulier, donc ([W 11, (3.1), (3.12),

(3.20)) que I'y est stable de genre arithmeétique 2dimX+1 et qu’on est
dans 1a situation de Prym-Beauville. N

6. Variétés de Prym-Tjurin.
Ces variétés, introduites par Tjurin dans [T] et étudiées par la
suite par Bloch et Murre, Puts et Kanev, sont définies de 1a fagon
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suivante. Soit C une courbe lisse et soit D e Div(CXC) une

correspondance symétrique, effective et sans point fixe, telle que

'endomorphisme associé i de JC satisfasse 'égalité :
(i-1)(i+m-1) = 0,

ol m est un entier supérieur ou égal & 2. La variété de Prym-Tjurin

associée au couple (C,D) est la sous-variété abélienne P =Im(1-i) de

JC . Les variétés de Prym usuelles correspondent au cas m=2 .

Kanev montre dans [K] les généralisations suivantes de propriétés
classiques des variétés de Prym :

e Il existe un diviseur symétrique ®C induisant la polarisation

principale naturelle sur JC tel que ®C'P =m® , ou ® est un diviseur

sur P qui induit une polarisation principale sur P .

e Soit X la thétacaractéristique sur C associée a @C . Ona,

pour tout point x de P :

hO(C,X+X) =0 & X 0
(6.1) hO(C,X+X) = m & X e ®
(6.2) hO(C,X+X) = m+1 x € Sing®

Ces résultats entrainent :

Proposition 6.3. Soit (P,®) Ja variété de Prym—Tjurin associée & une
correspondance symétrique, effective et sans point fixe sur une courbe
lisse C telle que Il’endomorphisme i de JC associé vérifie
(i-1)(i+m-1)=0 . Alors :

dim Sing® = dimP - 2m - 2 .

|| Nous utilisons la méme version améliorée de Corollary 3 de
[F-H-L] que A. Bertram dans [Be] : notons g le genre de C et, pour
tout entier naturel r, WwWr={LePicd~1c|hno(c,L)>r} ; pour toute
sous-variété = de W', onaalors:
dim(snw*t!) = dimg - 2r - 3
On applique ce résultat 8 £ =X+ ® , qui est contenu dans wm-1

(6.1). Par (6.2), Vintersection (ZNWM) est contenue dans Sing® , de
sorte que :

dim (S nwhm)
dims - 2m - 1
dimP - 2m -2 .1A

dim Sing®

i
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D'autre part, le choix d'un point x, de C permet de définir un
i morphisme x> (1-i)(x-Xy) de C sur une courbe I' dans P . Weiters

prouve dans [W 1] que Ja classe de T' est m fois la classe minimale.
' Comme mentionné dans lintroduction, il serait donc treés
intéressant de pouvoir compléter ce tableau en étudiant les variétés de

Prym-Tjurin dont les variétés de Kummer admettent des

m-plans

(m+2)-sécants.

(B 1]

(B 2]

[B~D]

[Be]

(D 1]

[D 2]

(Dol

[F-H-L]

(G 1]

[G 2]

(G 3]
(K]

(M]
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