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GEOMETRIE ALGEBRIQUE. — Un contre-exemple au théoréme de Torelli pour
les variétés symplectiques irréductibles.
Note de Olivier Debarre, présentée par Henri Cartan.

Regue le 20 aout 1984.

Le contre-exemple présenté est construit avec des variétés symplectiques kdhlériennes non projectives. L’étude
d’un exemple montre ensuite que la validité de ce théoréme est liée d la projectivité des variétés consideérees.

ALGEBRAIC GEOMETRY. — A Counter-example to the Torelli Theorem for Irreducible Symplectic
Manifolds.

The counter-example given below is constructed from non projective kdhlerian symplectic manifolds. The study
of an example then shows that the validity of this theorem is linked to the projectivity of the manifolds considered.

0. INnTRODUCTION. — Le corps de base est le corps des complexes. Une variété est
toujours supposée lisse et connexe. Une variété symplectique irréductible, bri¢vement
symplectique, est une variété analytique compacte simplement connexe X admettant une
métrique kihlérienne et une 2-forme holomorphe, unique a multiplication par un scalaire
prés, induisant en tout point x de X une forme alternée non dégénérée sur T, X (cf. [1]).
En dimension deux, ce sont les surfaces K3.

Le groupe H*(X, Z) est muni d’une forme quadratique naturelle enti¢re, non divisible
et non dégénérée, notée gy (cf. [1], p. 772). Le théoréme de Torelli pour les variétés
symplectiques est ’énoncé suivant : deux telles variétés X et Y sont isomorphes si et
seulement sil existe un isomorphisme orthogonal entre (H2(Y, Z), gy) et (H*(X, Z), qx),
qui respecte les structures de Hodge. Ce théoréme est vrai pour les surfaces K3 (voir [3]
pour un compte rendu de la démonstration), mais faux sous cette forme en dimension
supérieure, comme on le montre dans la partie 3, avec des variétés non projectives. Dans
la partie 4, on montre par un exemple que la validité du théoréme de Torelli semblerait
tenir & des hypothéses de projectivité sur les variétés considérées (comme 3.2.1).

1. L’EXEMPLE DES VARIETES SV1. — Soit S une surface K3. L’espace de Douady S qui
paramétre les sous-espaces analytiques finis de longueur r de S est une variété symplectique
de dimension 2r (cf. [1], [5], [6] et [7], [8] pour I'existence d’une métrique kidhlérienne).
On note Eg le diviseur irréductible {ZeS["[Z non réduit }. On a alors ([1], [5]) :

ProposiTioN 1. 1. — Il existe une classe de diviseurs & sur S telle que :

H2(SM, Z)~H2(S, Z) ® Z 5,
PicS"~Pic S® Z 5, [Eg]=236.

La forme quadratique gg mentionnée dans l'introduction fait de la décomposition
ci-dessus une somme orthogonale, induit la forme d’intersection de S sur H?(S, Z), et
gs(8) = —2(r— (1], p. 777).

2. APPLICATIONS MEROMORPHES ENTRE VARIETES SU'),

THEOREME 2.1. — Soient S et T deux surfaces K3, u: S"——-T" une application
méromorphe dominante vérifiant :

u*([E;]) =[Eg] dans H?*(S", 2).
Alors u est induite par une application méromorphe dominante S——-T.

CoROLLAIRE 2.2 (cf. [2], prop. 10). — Soit S une surface K3. Alors tout automorphisme
biméromorphe de S induisant I'identité sur H? (S, Z) est l'identité.
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Démonstration du théoréme. — Notre application u est définie hors d’un fermé Z de
St de codimension au moins 2. Comme h°(S"!, Eg)=1, u induit par hypothése un
morphisme wu:SM-Z_E;»TM-E,. On note =g [Iapplication naturelle

—Ag = S'T—Eq ([1], p. 766). Comme Y =ng ' (Z) U A est de codimension 2, S'—Y est
simplement connexe. Il existe donc un morphismeé 1:S"—Y — T —A, vérifiant
npot=ucng Le théoréme résulte alors de :

LEMME 2.3. — Soient S et T deux surfaces K3, 1 : S"——~T" une application méromorphe

dominante. Alors il existe des applications 1, : S——-T, i=1, ..., r et une permutation
telles que :
T(sl, LR ] s,.)=°'(1:1 (sl)’ L T,(S,))~
On procéde par récurrence sur r. Pour s=(s,, ..., s)eS ™' générique, 'une des
iy prj

applications 1;: S g §'~—-T" — T est dominante. Quitte & permuter les facteurs de T,
on peut supposer que c’est t}. Les applications t5* : H? (T, Z) - H?(S, Z) sont indépen-
dantes de s. On applique le résultat suivant, dont la démonstration est élémentaire.

LEMME 2.4. — Soient S et T deux surfaces K3, 1., et 1, deux applications méromorphes
dominantes S——-~T. On suppose que les morphismes induits t¥, 1% : H*(T, Z) - H*(S, Z)
ont méme noyau. Alors il existe un automorphisme o de S tel que 1, =or,.

Comme le groupe Aut S est discret, on en déduit que les 15 sont égales entre elles.

It suffit alors d’appliquer ’hypothése de récurrence puis de nouveau le lemme 2.4
pour terminer la démonstration. W

3. CoNTRE LE THEOREME DE TORELLL — Soit X une variété symplectique contenant un
espace projectif P, & : X — X I’éclatement de P. Le diviseur exceptionnel est 1somorphe a
la variété d’incidence {(x, x )ePxP |xex } et peut se contracter sur P~ par
€ : X —X . On vérifie que X~ est naturellement une variété symplectique, si elle admet
une métrique kdhlérienne. L’application biméromorphe m=¢ & ! : X——~X_ est appelée
transformation élémentaire de X le long de P [6]. L’application m* induite en cohomologie
est une isométrie de Hodge entre H*(X', Z) et H*(X, 2).

On montre dans le reste du paragraphe qu’il existe une variété symplectique X
contenant un espace projectif, telle que sa transformée élémentaire admette une métrique
kdhlérienne et ne soit pas isomorphe a X.

3.1. Si S est une surface K3 contenant une courbe rationnelie lisse L de classe I telle
que Pic S~Z|, 1a variété X =S n’est pas isomorphe & sa transformée élémentaire le
long de P=LI,

En effet, ’il existe un isomorphisme u : X 3 X, I'application o =um induit un auto-
morphisme orthogonal de Pic X~Z[@®Z3 (cf. 1.1). On vérifie facilement que la seule
possibilité numérique est o*[=+1I, c*5=+8. Comme o*28 est la classe du diviseur
effectif ™' E, on a o*3=23. Le théoréme 2. 1 permet de conclure que o est un automor-
phisme, ce qui contredit le fait que m n’est pas définie sur tout X.

3.2. SiS est une surface K3 contenue dans PN et contenant une droxte L, la transformée
élémentaire de S le long de L est projective.

De fagon générale, si X est une variété symplectique contenant un projectif P, le fibré
conormal a P dans X est isomorphe au fibré tangent de P donc est ample. On peut
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contracter P par ¢ : X - Y, ou Y est un espace analytique singulier. On montre que :
3.2.1. Si X et Y sont projectives, X est projective.
Soient maintenant S une surface K3 dans PN, H le faisceau 0s(1), r un entier positif
fixé. On définit, pour tout n= 1, application rationnelle :
®,: S"——-Grass(r, h° (nH)).
pi+ ... +p,—(r—1) plan engendré dans P|nH|".

Soient L,, ..., L, les droites contenues dans S, ¢ : S™? > Y la contraction de U LI\
On montre que :

3.2.2. @, est un morphisme pour n=r—1, injectif pour n=r. Le morphisme ®,_;
induit un morphisme fini Y — Grass(r, h? ((r— 1) H)). En particulier, Y est projectif.

Il suffit alors de remarquer que si S est une surface K3 dans PN contenant une droite
L, le faisceau Og(3) ® Og(L) est trés ample, et que le morphisme associé | envoie S sur
une surface contenant comme seule droite {(L).

3.3. Soit S une surface K3 dans P, contenant une droite L. Il existe une déformation
n:(¥s ) —>A={teC | |t|<l} de linclusion LS telle que, pour tout t,
L,=n"1(f) & soit une courbe rationnelle lisse sur la surface S,=n"'(r), et que
Pic S,~Z[L,] pour t#0. On a alors une famille de variétés symplectiques FIrT oA,
contenant la famille de projectifs £ —» A. On définit comme pour une seule variété la
transformation élémentaire & — A, de sorte que &, est la transformée élémentaire de S
le long de LI Par 3.2, &, est projective, donc &, est kidhlérienne pour ¢ proche de 0,
mais non isomorphe a S pour t#0 par 3. 1.

Remarque 3.4. — L’image par m* de la classe d’un diviseur ample n’est jamais la
classe d’un diviseur ample. Les transformations élémentaires ne peuvent fournir de
contre-exemple a un théoréme de Torelli avec polarisation, c’est-a-dire entre variétés
projectives pour lesquelles on a choisi une classe de diviseur ample.

4. Pour LE THEOREME DE TORELLL — On étudie ici un exemple dii & Beauville de
variétés symplectiques X projectives de type Sl isomorphes a leur transformée élémentalre
le long d’un espace projectif P. Il apparait que les variétés symplectiques correspondant
a des déformations du triplet (P, X, H), ou H provient d’un diviseur ample sur la
contraction Y de P dans X (cf. 3.2), sont isomorphes a leur transformeée élémentaire.

L’exemple en question est le suivant. Soit S une surface K3 plongée dans P"*!, de
degré 2r; a un élément générique Z de S, composé de r points distincts engendrant un
espace projectif [(Z) de dimension r—1 coupant S transversalement en 2r points, on
associe lintersection résiduelle o(Z)=1(Z). S—Z. L’involution birationnelle
o : SF1——_SI est isomorphe, dans certains cas, a une transformation élémentaire ([2],
§ 6).

THEOREME 4. 1. — L’application o* : H2(X, Z) - H* (X, Z) est l'opposée de la symétrie
orthogonale par rapport & h—39, ou h est la classe d’une section hyperplane de S.

Premier pas. — o*=¢.id sur h* N &4, avecee{ —1, +1}.

Soit & — .# la déformation locale universelle de la paire (S, 0,(1)), f: X =S"1— 4
la déformation de X associée. L’application des périodes p : # — PH?*(X, C) est un
isomorphisme local sur un ouvert de la quadrique projective :

N8N {gx=0} (1], p. 772).

On peut définir une involution birationnelle £ de & au-dessus de .4 coincidant avec
Pinvolution de Beauville sur les fibres. On désigne par i, I'injection &,=f"'(t) 5 %,
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pour te.#, par o, la restriction de £ a Z, et par [¢,] un générateur de H*°(Z')). On a :

Vied, ofp@)=ocfifif '[o]=ifZ*i} 'o]l=i}it ' otlo]=i§if [o]=p®.
Le morphisme o* =0} induit donc 'identité sur un ouvert de la quadrique irréductible
N3 N { gx=0}, donc aussi sur 'espace projectif engendré P (h* M &4).

Deuxiéme pas. — On vérifie que h—38 est I'image inverse par I'application
I:S"——~G=G(r, r+2) d’un générateur de H2(G, Z). 1l est donc invariant par c*.
Conclusion. — La restriction de c* 4 Zh@® Z & est alors bien déterminée puisque

c*8+#8 (2.1). L’'unimodularité de gy sur H2(S, Z) impose e=—1. W

Soit ¢ une 2-forme holomorphe non nulle sur X. Le produit intérieur par ¢ induit un
isomorphisme de H* (X, TX) sur H! (X, Q' X) ([1], p. 774). Comme c* o= — (4. 1), c*
agit sur H' (X, TX) comme une symétrie par rapport 4 un hyperplan H,_.

Dans le cas ou S est une quartique lisse dans P? contenant une seule droite L de
classe I, ¢ est isomorphe a la transformation élémentaire le long de LI?), Elle se prolonge
en une involution biméromorphe de la famille de Kuranishi de X au-dessus de H,. La
situation locale est la suivante :

L
H6=(h-6)

H=h-§ est ample sur X,
qui posséde une involution

X contient une biréguliére préservant H

sous-variété iso-

morphe & »?

X est projective, contient un PZ,
et est isomorphe a sa transformée
élémentaire.

Les variétés construites pour le contre-exemple du paragraphe 3 forment un ensemble
dense dans 81 N L.

Je remercie A. Beauville de I'aide qu’il m’a apportée pour la réalisation de ce travail.
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