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Géométrie algebrique/Algebraic Geomeiry

Le lieu de Noether-Lefschetz pour les variétés abéliennes

Olivier DEBARRE et Yves LAszLo

Résumé — On montre dans cette Note comment des constructions de Shimura permettent de
décrire explicitement les composantes irréductibles du lieu des variétés abéliennes complexes dont le
groupe de Néron-Severi n’est pas libre de rang 1.

Noether-Lefschetz locus for abelian varieties

Abstract — In this Note, we show how certain constructions of Shimura yield explicit descriptions of
the irreducible components of the locus of complex abelian varieties whose Néron-Severi group is not
free of rank 1.

1. INTRODUCTION. — Le groupe de Néron-Severi d une variété projective lisse complexe
est le groupe des diviseurs modulo équivalence algébrique.

Le groupe de Néron-Severi d’une surface générique de degré donné dans P3 est libre
de rang 1, engendré par la classe d’une section hyperplane. On définit classiquement le
lieu de Noether-Lefschetz comme I'ensemble des polynémes homogénes de degré donné
définissant une surface dans P* dont le groupe de Néron-Severi n’est pas libre de rang 1.
Cet ensemble est réunion d’une famille dénombrable de variétés algébriques irréductibles
et sa structure reste encore mystérieuse, malgré d’importants progrés récents ([3], [2],
(8], [9D.

Le groupe de Néron-Severi d’une variété abélienne complexe générique de polarisation
et dimension fixées est libre de rang 1, engendré par la classe de la polarisation. Par
analogie, on peut définir, dans I’espace des modules des variétés abéliennes de polarisation
et dimension fixées, le lieu de Noether-Lefschetz comme I'ensemble des points correspon-
dant aux variétés abéliennes dont le groupe de Néron-Severi n’est pas libre de rang 1.

Cette Note est consacrée a la démonstration du résultat suivant, basée sur des travaux
de Shimura, qui explicite complétement la structure de ce lieu :

THEOREME. — Dans l'espace des modules des variétés abéliennes complexes de polarisation
fixée et de dimension g, les composantes irréductibles du lieu de Noether-Lefschetz sont :

(a) pour tout entier k compris entre 1 et g/2, la famille des variétés abéliennes contenant
une sous-variété abélienne de dimension k sur laquelle la polarisation induite est de type
fixé ; la codimension de ces familles est k(g — k),

(b) pour tout diviseur n de g différent de g, les composantes de la famille des variétés
abéliennes de Shimura-Hilbert- Blumenthal (dont la définition et la construction sont données
au paragraphe 4) ; la codimension de ces composantes est g(g—n)/2.

Remarques. — 1. 11 résulte de [1] que toutes les composantes du lieu de Noether-
Lefschetz sont algébriques (cf. § 4).

2. Dans le cas (b), une variété abélienne correspondant & un point générique de la
composante est simple et le rang de son groupe de Néron-Severi est g/n ([6], Theorem 5,
p. 176). Dans le cas (), ce rang est génériquement 2.

3. Les composantes de type (b) sont toutes de dimension plus petite que les composan-
tes de type (a), sauf lorsque g est pair et que n=k=g/2.
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4. Les variétés abéliennes de Hilbert-Blumenthal usuelles [cas (b) avec n=1] forment
des composantes du lieu de Noether-Lefschetz de codimension g(g—1)/2. Cest la codi-
mension « attendue », a savoir la dimension de H*° [3], c’est-a-dire la codimension
maximale. Lorsque g est premier, les seules composantes du lieu de Noether-Lefschetz
qui n’ont pas la codimension attendue correspondent aux variétés abéliennes non simples.

2. RAPPELS SUR LES ENDOMORPHISMES DES VARIETES ABELIENNES. — Soit X une variété
abélienne complexe. On note NS (X) son groupe de Néron-Severi, End (X) le groupe de
ses endomorphismes et End®(X) la Q-algébre End (X) ®,Q. Une polarisation sur X
est une classe d’équivalence algébrique de faisceaux inversibles amples sur X. A toute
polarisation /, on associe un morphisme injectif de Z-modules o, : NS (X) - End® (X)
(4], p. 178).

La variété abélienne X s’identifie au quotient de son espace tangent holomorphe a
l’origine V par un réseau I'. En associant & un endomorphisme de X son application
tangente a Iorigine, on définit une représentation fidéle pe : End® (X) - End¢ (V). Notons
I'g le Q-espace vectoriel I’ ®,Q. On a alors pe(End®(X))={ f€End (V)| f (Tg)=Tq},
d’ou une autre représentation fidéle pg : End® (X) —» Endg (T'g).

Une polarisation / définit un produit scalaire hermitien H, sur V et I'image de la
composée pe°a, : NS(X) - End¢ (V) est le Z-module des endomorphismes de V hermi-
tiens pour la forme H, et qui préservent I' ([4], p. 238).

3. VARIETES ABELIENNES DONT LE GROUPE DE NERON-SEVERI EST DE RANG > 1. — Soit (X, /)
une variété abélienne polarisée. Si X n’est pas simple, c’est-a-dire si elle contient une
sous-variété abélienne distincte d’elle-méme et de zéro, le groupe NS (X) est de rang au
moins 2.

Si X est simple, la Q-algébre End® (X) est un corps (non commutatif) ([4], Corollary 2,
p. 174). On suppose que le rang de NS (X) est au moins 2 et on choisit un élément m
de NS(X) dont aucun multiple n’est multiple de /. Le sous-corps commutatif K
de End®°(X) engendré par u=a,(m) est isomorphe a la sous-Q-algebre de Endgy(I'g)
engendrée par pg(u). Comme la représentation pg ®oC est équivalente a pe @ Pes le
polyndme minimal de ’endomorphisme hermitien p¢ (u) est aussi celui de pg (1), de sorte
que K est totalement réel.

4. CONSTRUCTION DES VARIETES ABELIENNES X TELLES QUE End®(X) CONTIENNE UN CORPS
TOTALEMENT REEL. — Réciproquement, on se donne un corps totalement réel K de degré
d>1 et (X, [) une variété abélienne polarisée. On garde les notations précédentes. En
particulier, X est le quotient du C-espace vectoriel V par le réseau I'. On suppose qu’il
existe une injection 1 de K dans End® (X) et que I'image de 1(K) par p¢ consiste en des
endomorphismes de V hermitiens pour la forme hermitienne H,. On dira que (X, /, 1) est
une variété abélienne de Shimura-Hilbert-Blumenthal. Nous allons donner, en suivant [6]
et [7], une construction de la variété abélienne X.

Le groupe NS (X) contient I'ordre K M End (X) de K; il est donc de rang au moins d
et X est bien dans le lieu de Noether-Lefschetz. Quitte & remplacer X par la variété
abélienne isogéne V/o.T', on supposera que cet ordre est ’ordre maximal o de K.

On note 64, ..., o, les plongements de K dans R. Comme les représentations pp ® o C
et pc @ pe de K sont équivalentes, chaque o; doit intervenir avec la méme multiplicite
dans la représentation pe. En particulier, on a dim(X)=nd. Soit E, la restriction de la
forme bilinéaire alternée ImH, 4 I'.
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LeMME. — 1l existe des idéaux fractionnaires a,, ..., a, de K et un isomorphisme
Y:I'>0"®Da, ®...Paq, de o-modules, tels que :

an yer, El(x’ y)=TrK/Q((¢x)'J't(¢y))a

ou J est la matrice alternée standard de taille 2 n.
L’isomorphisme Y induit un isomorphisme I';~K" @ K" de K-espaces vectoriels. On
fixe une base de V de fagon que le morphisme :

ip: K'>{0}®K'cK"®K"~IGcV~C™
soit donné par :
iL(k)y=(o,k, 0k, ..., 0.k). -

Pour tout élément v de K, la matrice de ’endomorphisme p¢ (v) de V dans cette base
est diag(c, (v)1,, ..., 6,(v)],), ou I, est la matrice unité d’ordre n. Il existe d matrices
complexes 1,, . .., T, telles que le morphisme :

Lh: K,»-K'® {O}CK"@K"zFQCV:C"d
vérifie, pour tout élément k de K" :
Lhk)=(t,0.k, ..., 1,0,.k).

Dans la base fixée de V, le réseau I' est égal 4 1i,0" @ i,(a; ® ... Daq,), ou T est la
matrice diag(t,, . .., t,). Le corps K et les idéaux fractionnaires a,, . . ., a, déterminent
(X, ). D’autre part, les 1; sont symétriques a partie imaginaire définie positive.

Réciproquement, si on se donne un corps K totalement réel de degré d, un entier non
nul #, et des idéaux fractionnaires a,, . . ., a, de K, la procédure ci-dessus permet d’asso-
cier a tous éléments t,, ..., T, du demi-espace de Siegel #, une variété abélienne de
Shimura-Hilbert-Blumenthal (X, /, 1) de dimension g=nd.

Shimura montre dans [6] que les variétés ainsi construites admettent un espace de
modules grossier — pour les isomorphismes de variétés abéliennes polarisées respectant
I'injection 1 — qui est isomorphe au quotient de (4#,)* par un groupe discontinu.
D’aprés [1], un tel quotient a une structure naturelle de variété quasi projective, de sorte
que les images de ces espaces dans les espaces de modules usuels de variétés abéliennes
polarisées sont des sous-variétés algébriques.

5. LIEN AVEC LES VARIATIONS INFINITESIMALES DE STRUCTURES DE HODGE. — 11 est intéres-
sant de faire le lien avec approche de [5], qui consiste a calculer I'espace tangent de
Zariski 4 une composante du lieu de Noether-Lefschetz en un point donné. Conservons
nos notations. Il existe une déformation universelle locale & — B de la variété abélienne
polarisée (X, [) telle que X soit la fibre d’un point b de B et que I'application de Kodaira-

Spencer induise un isomorphisme de T, B avec

H! (X, TX),= {xeH' (X, TX)|x U®,=0},
ou w, est la classe de la polarisation / dans H! (X, Q! X). La forme hermitienne H; induit
un isomorphisme V=~V* qui permet les identifications H'(X, TX),~S?V et
HP 9~ APV*® ATV. Le diagramme de variation infinitésimale de structures de Hodge
s’écrit alors :

T,B~S2V —» Hom (End. (V), A2V),

ou la fléche envoie I’élément v, . v, de S? V sur ’lhomomorphisme :

A Av, Avy,—v A Ao,
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Supposons maintenant que le rang de NS (X) soit au moins deux et prenons une autre
polarisation m. La classe m,, s’identifie a un élément A,, de End.(V), qui n’est autre que
pc° o (m). Les directions (T, B),, dans T, B le long desquelles «,, reste de type (1,1) au
premier ordre sont celles correspondant a H* (X, TX),, M T, B, c’est-a-dire a :

{v,.0,€S?V|[A, v, Avy,=v; A AV, )

Or I'’endomorphisme A,, est diagonalisable car hermitien pour H,. Tl en ressort que
Iespace (T, B),, est de dimension Y n;(n;+1)/2, ou les n; sont les multiplicités des valeurs
propres de A,,.

Lorsque X contient une sous-variété¢ abélienne de dimension ke{l, ..., [g/2]}, on
peut choisir m de fagon que 0 et 1 soient valeurs propres de multiplicités respectives k
et g—k, de sorte que :

dim (T, B),, =k (k+1)2+(g—k)(g—k+ 1)2=g(g+1)/2—k(g—k),

qui est bien la dimension de la famille des variétés abéliennes de dimension g contenant

une sous-variété abélienne de dimension k (ou la polarisation induite est de type fixé).
Lorsque X est simple, c’est une variété abélienne de Shimura-Hilbert-Blumenthal et

on peut choisir m de fagon que A,, ait d valeurs propres de multiplicité #. On a alors :

dim (T, B),,=dn(n+1)2=g(g+1)/2-g(g—n)/2,

qui est bien la dimension des composantes des familles de variétés abéliennes de Shimura-
Hilbert-Blumenthal.

Les composantes du lieu de Noether-Lefschetz pour les variétés abéliennes polarisées
sont donc réduites.

Les auteurs remercient Jacques Tilouine de ses longues et patientes explications.
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