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VARIETES DE PRYM ET ENSEMBLES D’ANDREOTTI
ET MAYER

OLIVIER DEBARRE

§0. Introduction. Les sous-ensembles suivants de I'espace des modules &7, des
variétés abéliennes principalement polarisées de dimension g ont été introduits par
Andreotti et Mayer dans [A-M]: ‘

N = {(A, ©) € o,|dim Sing @ > k}.

Le résultat principal de leur article est que 'adhérence dans <7, du lieu #, des
jacobiennes de courbes est une composante irréductible de A2

Nous montrons ici un analogue de ce résultat pour les variétés de Prym. Plus
précisément, il est montré dans [D] (et aussi dans cet article, en 6.6) que I'ensemble
&, des variétés de Prym (généralisées) est contenu dans 47 ¢. Cet article est consacré
a la démonstration de:

THEOREME. Pour g > 7, %, est une composante irréductible de ¥ ¢

L’assertion correspondante pour g = 6 est fausse, puisque %, est de dimension
18, «/¢ de dimension 21 et que, pour tout g, A4 est un diviseur de .7, ([B1],[Mu 1]).

La méthode utilisée ici est essentiellement celle de [A-M]. Andreotti et Mayer
exhibent une jacobienne de courbe (J, ©®) avec dim Sing ® = g — 4, telle que les
cOnes tangents a O en les points de multiplicité 2 engendrent un espace vectoriel de
codimension (3g — 3) dans S2Tg*J. Ils montrent ensuite que ceci entraine leur
résultat.

On pourrait employer la méme méthode pour les variétés de Prym. Malheureuse-
ment, si on sait que pour une variét¢é de Prym générique (P,E), on a
dim Sing & = g — 6, on ne sait pas 4 ma connaissance décrire un exemple explicite
qui vérifie cette propriété. De plus, le probléme des cdnes tangents aux points
doubles du diviseur théta semble difficile a aborder directement.

Pour contourner cette difficulté, on a recours a des dégénérescences de variétés
de Prym, a savoir certaines extensions de variétés de Prym P par C*. Via
I'isomorphisme Ext!(P, C*) ~ P, ce sont les extensions qui correspondent 4 a =
O@r + s — or — as) € P, ou P = Prym(C — C/o), r, seC.

On montre au paragraphe 2 que la méthode d’Andreotti et Mayer s’applique sur
le bord de «/,. On est ramené a étudier Sing(E- E,), pour (P, E) € Z,_, et a comme
ci-dessus. Pour ce faire, on a recours a une seconde degenerescence a savoir le
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cas ou (P, E) est la jacobienne (JN, ®) d’une courbe N de genre (g — 1) et a =
Ox(p+q—r—s)avecp,q,r,seN.

A Taide des résultats des paragraphes 4 et 5, qui décrivent le comportement en
famille de Sing Z et Sing(Z-E,), on met en évidence au paragraphe 6 celles des
composantes de Sing(® - ®,) qui sont spécialisations de la situation générique. Il est
alors facile de faire les calculs sur ce cas particulier. On conclut au paragraphe 7.

Tout comme A%, qui a toujours des composantes autres que }; pour g = 4,
N6 a toujours des composantes autres que &, pour g = 7 (cf. [D]).

Je remercie A. Beauville de m’avoir soumis ce probléme, ainsi que de ses nombreux
conseils.

3

§1. Notations, conventions et rappels.
(1.1) Variétés abéliennes. Conformément a 'usage, on notera:

#, = {1 € M,.,(C)|t ='7 et Im 7 définie positive}.
oA, = H,/Sp(2g, Z), espace des modules des variétés abéliennes principalement
polarisées de dimension g.
7, lasous-variété fermée de dimension min(3g,g(g + 1)/2) de &, constituée des
variétés de Prym généralisées ([B1] page 177).
Hé = {(4, ©) € #,|dim Sing © > k}, pour 0 < k < g — 2 ([A-M] page 205).

La fonction théta est définie pour (z, 7) € C? x ¥, par:

0(z,7) = > exp mi['ntn + 2'nz].
ne 79

Enfin, si 4 est une variété abélienne, x un élément de 4 et Z une sous-variété de
A, on notera:

7, la translation par x

Z, = 1,(Z)

Sing(Z) le lieu singulier de Z

Sing,(Z) le lieu des points de multiplicité 2 sur Z.

(1.2) Courbes. Une courbe sera pour nous une variété projective complexe
réduite C de dimension 1. Son genre est défini par g(C) = 1 — y(Oc). On ne con-
sidérera que des courbes connexes avec au plus des points doubles comme singu-
larités. La jacobienne JC de C est un groupe algébrique lisse commutatif de
dimension g(C), extension d’une variété abélienne par un tore, dont les points sont
naturellement identifiés aux classes d’isomorphisme de faisceaux inversibles sur C
dont la restriction a chaque composante est de degré 0. Si C est réductible, on
supposera choisi un ordre sur I'ensemble de ses composantes. On notera alors Pic(C)
son groupe de Picard et Pic}(C), ou d = (d,, ..., d,), ’ensemble des classes d’iso-
morphisme de faisceaux inversibles sur C dont le degré de la restriction 4 la j-iéme
composante est d; (i.e. de multidegré d). Le degré total d’un tel faisceau est d = L d;.
On notera w¢ le faisceau dualisant de C. Il est inversible, de degré total 2g(C) — 2.
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Si C est lisse (connexe), on notera:
C“ I'ensemble des diviseurs effectifs de degré d sur C,
c’est-a-dire le produit symétrique de d copies de C.
Ci={DeCPR°(C,0D)>r+1}.
JC = Pic"(C)
Wi ={LeJ'CIh°(C,L)=r + 1}.

Un élément de W] est appelé un g;. On notera souvent W au lieu de W,2 ;. Si p, g
sont des points de C, on notera:

W,,={Lp+qeJ'C|lLe W}
={LeJ7'CIh°(L(—p — ) > 1}

CP ={DeC“?D>p+q}.

$,q Une section de O(p + q) de diviseur p + q.

De méme, si D € C*%, on notera s, une section de (D) de diviseur D.

On notera aussi “—" I'involution L+— w, ® L™! de J 1 C et (— Z) 'image d’un
sous-ensemble Z de J* 7! C par cette involution.

11 existe sur les W; et Cj des structures naturelles de schéma (cf. par exemple
[ACGH] chapitre IV). On a alors:

o Si L e WH\W;*!, I'espace tangent T, W] < T, J°C ~ H°(C, w.)* est 'ortho-
gonal de I'image de ’application naturelle:

HO(C, L) ® H(C, we ® L™1) - H°(C, o¢).

e Si C est une courbe générale de genre g, W, est de dimension p = g — (r + 1)-
(g — d + r), irréductible si p > 0, lisse en dehors de W/ *! et Cohen-Macaulay (cf.
[ACGH], chapitre VII).

On a utilisé, et on utilisera dans tout cet article, la convention qu’un ensemble de
dimension < 0 est vide.

§2. Le théoréme d’Andreotti et Mayer et son application aux variétés quasi-
abéliennes de rang 1. On commence tout d’abord par rappeler les résultats du §3
de [A-M], relatifs aux lieux de ramification supérieurs d’une application analytique.
Le théoréme que nous énongons ci-dessous n’apparait pas tel quel dans [A-M] mais
est une conséquence directe des résultats de cet article.
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(2.1) Soient X et B deux variétés analytiques lisses et connexes, p: X — B un
morphisme propre et lisse.

Soit D un diviseur de X, & = D le lieu critique de pp:D—o>Betn: ¥ —>Bla
restrictionde p a .

On notera toujours f une équation locale de D dans X. Pour tout x dans X, on
a une suite exacte:

0 — T*B 25 T*x -2 Txx, — 0,
ou b = p(x), X, = p~(b).

Si x € &, on a par définition i*df(x) = 0. L’écriture (p*)~!(df(x)) a donc un sens.
On notera:

Vxes T, =Ker[(p*)™'(df(x))] = T,B.

Cet espace vectoriel ne dépend pas de I'équation locale f choisie.
On note aussi:

(2.2) S = {x e £|dim, n7'(n(x)) > k} fermé analytique dans &
T =Tl g
N = n(#) fermé analytique dans B.

Soit b € B. On suppose que dim n ™" (b) = k, de sorte que b € ;.
Soit A" une composante irréductible locale de .4; en b, &1, ..., &' les com-
posantes irréductibles de n; ' (A") qui dominent A". On écrira:

PN = U S i(b),

de sorte que F(A") est une réunion de composantes irréductibles de dimension k
de & = n~!(b) = Sing D,.
Le résultat est le suivant:

THEOREME 2.3. Le céne tangent réduit & N en b est contenu dans
(\xeswn T © T,B. En particulier, on a:

dim A" < codim {sous-espace vectoriel de p* T,* B engendré par les df (x), x € S(N )}

® La démonstration se trouve dans [A-M] pages 214-217. On en reprend ici les
grandes lignes.
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11 existe des points x, ... xy dans & (A") tels que:

xeF(A) - a=1
Soit a € {1,..., N}. Ll existe j(x) € {1, ..., r} tel que:
X, € 1,

Soit U, un voisinage connexe de x, dans /@, Par semi-continuité inférieure, on
peut supposer que les fibres de tous les 7/: ¥/ — 4 sont de dimension partout egale
a k et on en déduit comme dans [A-M], par un théoréme de Remmert, que les
morphismes n/ sont ouverts.

L’ensemble ()3, n/®(U,) est ouvert et tout point lisse y de A" dans cet ouvert a
un antécédent dans chaque U,.

Le ouverts U, peuvent étre choisis arbitrairement petits. Pour toute suite y™ de
points lisses sur .#" convergeant vers b, on peut choisir des suites x{” de points de
n; () convergeant vers x,, avec m(x™) = y™.

Par Lemma 8 de [A-M] on a:

N
Ty(n)./V c m Tx&n).
a=1

Si on suppose que la limite des espaces tangents existe on a donc:

lim Ty(n)-/‘/' c T.

Le cone tangent réduit 4 4 en b étant contenu dans la réunion de toutes ces
limites, on a le résultat. W

(2.4) Dans tout cet article, on appellera variété quasi-abélienne de rang 1 et de
dimension g + 1 toute extension d’une variété abélienne principalement polarisée
de dimension g par le tore C*.

Il existe un espace de modules grossier 3 pour les variétés abéliennes prinpale-
ment polarisées ou quasi-abéliennes de rang 1 de dimension g + 1 (cf. [I1, [Mu 1]
[N7). Il est réunion disjointe d’un ouvert isomorphe & <7, ., , espace de modules des
variétés abéliennes principalement polarisées de dimension g + 1, et d’un diviseur
04,,. Il existe un morphisme p,,: 0.9, > Z etla fibre de (A, ©) est isomorphe
a A/Aut(4, ©). C’est le morphisme induit sur 897, par le morphisme de 2/, dans
la compactification de Satake &%, = A, U A, U U A de o, .

Il existe une “famille universelle” de variétés quasi-abéliennes de rang 1 au-

dessus de C? x J, = B, dont nous allons construire une compactification p: X — B.
Soit:
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o X =(C*—-{(0,0)}) x C* x B. _
e I'le groupe C* x Z? x Z9 qui agit sur X par

(@ ps @) (4, 1, 2, a, T) = (A, ap exp(—2in‘qa), z + p + 1q, a, T)

® X le quotient X/I.
e pl'application X — B, projection sur les deux derniers facteurs.

La fibre de (g, 7) € B est isomorphe au fibré projectif P(0,(®) @ 0,(®,)) sur la
variéte abélienne principalement polarisée (A4, ®) associée a € H,. Le fibré privé
de ses deux sections canoniques est une extension de A par C*.

On définit un morphisme f: X — C par:

f()'a i, 2, 4, T) = j'B(Z’ T) + uB(z —aq, T)'
On a:

(@ p, 9) (4, 1, 2, a, 7))
= aib(z + p + 149, 1) + ap exp(—2in'qa)f(z — a + p + 1q, 1)
= ad exp in(—'qrq — 2'qz)0(z, 1)
+ ap exp(—2in‘qa) exp in(—'qrq — 2'q(z — a))0(z — a, 1)
= o exp in(—'q1q — 2'qz)f (A, u, z, a, 7).

Le diviseur D de f est donc I'image inverse d’un diviseur D sur X. On prendra f
comme €quation locale de D, en prenant A ou u égal i 1.

On prend les notations de la section 2.1, dont on va appliquer les résultats a notre
situation. Soit % I'image de & dans X.

On peut remarquer tout de suite que la fibre de (a, 7)€ B sous #: & — B
est {(Lu2))0(z1) = O0z—ar1) = 0 et Vie{l,...,g} A(00/0z;)(z,T) +
u(06/0z;)(z — a, 1) = 0}.

L’ensemble .4} introduit en (2.2) correspond donc a:

{(a, ) € B|dim Sing(®- ®,) > k ou dim(Sing @ - Sing ©,) > k — 1}.

Pour éviter toute confusion avec les ensembles d’Andreotti et Mayer, on le notera
ici 7,8.

(2.5) On peut remarquer qu’il résulte de [Mu 1] (2.4), pages 363—364, que
la frontiére de I'ensemble d’Andreotti et Mayer A% = {(4, @) e o, ,1|dim Sing
© > k} dans la compactification partielle (!} est contenue dans la réunion
Pyt (N I NET!, 00 &' H;#*! est Pimage de F¢ par le morphisme B = C? x H, —
0y,
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On aura besoin du résultat suivant, qui est conséquence du théoréme 2.3:

PROPOSITION 2.6.  Soit f: (o, ®) — T une famille de variété abéliennes principale-
ment polarisées de dimension g, avec T lisse connexe, munie d’'une section a. On
lui associe une famille de variétés quasi-abéliennes de rang 1, donc un morphisme
¢: T — 094,,,. On pose:

g = | Sing(®,-0,,)c «.

teT

On fait les hypothéses suivantes:

(i) Pour tout t € T, T, est de dimension k et est irréductible pour t générique. Une
seule composante 7 ° de 7 domine donc T.

(i1) Pour t générique dans T, on a:

dim(Sing ©,)(Sing ®, ,) < k — 2.

(iii) Pour tout t € T, les seuls automorphismes de (<4,, ®,) sont +id, et a, W'est pas
d’ordre 2.

En particulier, o(T) = & #8*'. Soit N une composante irréductible de O'ANP"!
contenant o(T). Alors, pour tout t € T, la dimension de A" en @(t) est inférieure
ou égale & la codimension de lespace projectif engendré par limage de 7,° par
Papplication rationnelle:

7, = Sing(0," @, ) ——— P+

00 00 0%0 0%0
— ooy A — - 1<i<j<
Z— [l 57 (z,7)..., 4 aZg(z, 1), 4 7, 6zj(z’ )+ p oz, 6zj(z a,, 7), i<j g]
0
ou lgg(z, T) + ua—(z —a,7)=0 Vi
0z; 0z;

m La question étant locale, on peut supposer T simplement connexe. Grice a
hypothése (iii), le morphisme ¢: T — 0., se reléve en y: T — B. On a un dia-
gramme cartésien:

P =P(0,(©0)® 0/0,) — X

f

T v » B

Considérons I'image inverse ' de J dans P. La projection h: ' — 7 est biration-
nelle sauf au-dessus des points de (Sing ®,)-(Sing ©, , ). Grice aux hypothéses
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(ii) et (i), on en déduit que pour tout t e T, 7, est de dimension k et que pour ¢
générique J, est irréductible. Une seule composante 7'° de 7' domine donc T,
Son image par h est 7°.

Soit 4™ une composante irréductible (locale) de F;¢ qui contienne (T) et telle
que son image dans 0.%7,,, contienne 4. On note comme en 2.2 !, ..., & les
composantes irréductibles de 7, '(.#”) qui dominent .#”. Par construction, pour
toutte T, V,pl(,), -+» 4o sont des composantes de Z,'de dimension > k. On déduit
de ce qui précéde que pour t € T générique, on a Ll = F,'° pour tout j, de sorte
que &/ > W(7°). On peut alors appliquer le théoréme 2.3. On se place en un
point X = (4, 4, z,a, 1) de & Si u # 0, on peut supposer u = 1. Avec:

fAlLza1t)=400z,1)+ 0(z —a, 1)
on a:

of

Eyhe 0=20(z1)

% =0= A(%B-j(z, 7) + gg(z —a, 1), puisque X e P
== a =it

% = h%(z, ) + ;—Ti:(z —-a,1)

020 0%0
= 1 . -1 P, _—
[2in(1 + 6,)] (/1 £ 6zk(z’ T) + 52,02, (z—a, r))

J

par ’équation de la chaleur ([A-M] page 202).
On en déduit la proposition par application de 2.3. ®

§3. Quelques résultats sur les systémes linéaires sur les courbes. Nous avons
rassemble dans cette partie des résultats relatifs aux sous-schémas W} d’une jaco-
bienne de courbe lisse dont nous aurons besoin par la suite.

Si C est une courbe lisse de genre g, on adoptera dans ce paragraphe ainsi que
par la suite la notation:

W=W2,cJs3C.
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Conformément a nos conventions (1.2), on notera, pour p,q € C:
W,o,=W+p+qcJiiC
Cgﬂ — {D e C(d+1)|D > p}
CW ={DeC*?D2p+gq}

PROPOSITION 3.1.  Soit C une courbe lisse générique de genre g. Alors, pour p et q
génériques sur C, on a: VL € Pic(C) h°(L) = 2= h'(L*(—p — q)) = 0.

m On sait ([G]) que sur une courbe générique, on a:
ho(L) = 2=h'(L?) =0
=2>h®L>)=2d+1—g

oud =deg L.
De plus, si p était point base de | L?|, il serait aussi point base de | L| et on aurait:

h°(L(—p)) =2
=h(L3(—2p)=2d—2+1—g=h"(L%-2.
C’est une contradiction. On en déduit:
VpeC WL (—p)=h°L*)—1=2d+y¢g
C’est-a-dire: h(wc ® L™2(p)) = 0.
Considérons maintenant le fermé:
F ={(L, p, q) € J°C x CP|h°(L) = 2, K (L*(—p — q)) # O}.

Si sa projection sur le facteur C'® est surjective, il existe une surface X, un
revétement fini = = (p, g): T — C? et un morphisme f: X — J?C tels que:

VxeX RO(L,) =2
R (LY(—p(x) — 9(x))) = h%(wc ® L *(p(x) + q(x))) > 1
oi L, = f(x).

I résulte de ce qui précéde que h°wc® L;%(p(x))) =0, donc que
h(we ® L7 (p(x) + q(x))) = 1.
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A tout x dans X, on peut donc associer I'unique élément D, de
lwe ® L 2(p(x) + g(x))|. On a alors un morphisme:

Y 5 29729
x+— D,

et g(x) ¢ Supp D,. Si on fixe g(x) = g, on a un morphisme Z,=nYC x {q})—
C¢~29 dont I'image ne rencontre pas le diviseur ample C29724-1) de C29-29) ([F-L]
Lemma 2.7). Il est donc constant égal a D,, avec q ¢ Supp D,. On a:

VxeX L:%(p(x) + q(x)) = ¢! (Dyexy)

donc aussi L;?(p(x) + q(x)) = wg (D) On en déduit que D, est constant égal
a D. Mais on doit alors avoir p ¢ Supp D pour tout p, ce qui est absurde. La
projection de # sur C'® n’est donc pas surjective, ce qui prouve la proposition. M

PROPOSITION 3.2.  Soit C une courbe lisse générique de genre g = 6. Alors, pour p
et q génériques sur C, W, - Sing @ est irréductible réduit de dimension g — 5. Saclasse
de cohomologie est 6°/24.

m Considérons les images inverses de Sing @ et de W, ,dans C¥V. La premiére est
C,-1, irréductible de dimension g — 3, la seconde est C¥-¥ lieu des zéros d’une
section d’un faisceau localement libre ample de rang 2 ([F-L] Lemma 2.7). Leur
intersection 7, de dimension pure g — 5 pour (p, q) générique, est donc connexe en
codimension 1 pour g — 3 > 2 ([F-L] ou [ACGH] page 314). Si T est réductible,
il est donc singulier en codimension 1. Comme le morphisme C¥ ¥ - O est un
isomorphisme hors de (C;-3),,4> qui est de dimension g — 7 par 1.2, sa restriction
a T est un isomorphisme en codimension 1 et I'image de T, a savoir W, .- Sing ©,
est aussi singuliére en codimension 1.

Soit L un point générique d’une composante de Sing ( W, .- Sing ®) de dimension
=g —6 Comme dim W2, =g—9 et dimW,'3=9g—8, on a h°L)=2 et

h(L(-p—¢qg)=1.SiDe |L(—p — q)| on a les égalités (cf. notations 1.2):
H°(L)=Cs, ®Cs,, avec s, = SpSpq
H(wc®L™') =Ct, ®Ct,
T, Sing © = {5pS,.t, SpSpels, Saty, Syta 3t
H°(L(—p —g)) = Cs,
H%0c® L™ (p + q)) = Ct;5,,® Ct,s,, @ Ct

- L
nw,,= {sDtlqu, SplaSpg, Sptht.
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Mais L est singulier sur W, ,-Sing © et lisse sur Sing © et sur W, ;. On a donc
T, Sing ©® = T, W, , et, quitte a modifier ¢ et ¢;:

(3.3) Spt = Syt .
Soit F la partie fixe de L. On suppose d’abord que p, g ¢ Supp F. On peut écrire:
D=F+E
divs,=p+q+F+E
divs, = F + M avec Supp M nSupp{p+ g+ E} = &.
L’égalité (3.3) s’écrit alors:
Spt = Spety -
Donc ¢ est nulle sur M et s’écrit t = sy,u, avec
ue Hw,®L™*(p+q— M))=H(Kc—2M +p +q— F)
< H°(K; —2M + p + g).
Mais, par proposition 3.1, pour un choix générique de p et g, ce dernier espace est
nul pour tout M tel que h°(M) = 2. On obtient donc la contradiction ¢ = 0.

On ne peut pas avoir p + g < F car h°(L(—p — q)) = 1. On a donc par exemple
peSupp F,q ¢ Supp F et:

F=p+6G
D=G+E
divs;,=p+q+G+E
divs, = p + G + M avec Supp M n Supp{q + E} = J
On a alors:
Sgt = SpSply -
Comme dans le premier cas, t S’écrit t = s, u avec

ue Hwc® L™ (p+ q — M)) « H*(K; —2M + p + q) = 0. Contradiction.



610 OLIVIER DEBARRE

On a ainsi montré que W, ,-Sing © est non singulier en codimension 1 donc
irréductible.
Sa classe de cohomologie est calculée en 3.7. W

PROPOSITION 3.4.  Soit C une courbe lisse connexe de genre g > 5, non hyperel-
liptique, non trigonale et non superelliptique, p et q des points distincts de C. On
considére I'application rationnelle:

¢: Sing @ ——— PS?*T*JC ~ PS2H(C, w,)
x € Sing, ® — t¥*(cone tangent en x a ©).

Alors I'espace projectif engendré par l'image de W,.qs " Sing O est de codimension
3g — 2. C’est I'espace projectif des quadriques de |wc|* contenant la courbe canonique
et la corde pq.

m Soit X < PH®(C, wc)* = P9™! la courbe canonique de C et %, I'idéal de X dans
P9~1. On sait par [G1] que I'application rationnelle:

V: Sing © ——— PH(%(2)) = PS?HO(C, w,)

induite par ¢ est non dégénérée et est associée 4 un sous-espace vectoriel V de
H°(Sing ©, 0(@)). Soit {pq) la droite pq dans P !, pour p, g€ X, et H,, =
PH®(Fx, (pg5(2)) = PH®(F4(2)). Sous nos hypothéses, I'intersection des quadriques
contenant X est la courbe X elle-méme, sauf si C est une quintique plane (g = 6),
auquel cas c’est la surface de Veronese dans P, qui ne contient pas de droites (cf.
[S-D]). On en déduit que H, , est un hyperplan de PH(#,(2)).

On va montrer que:

(3.5) Y*(H,,)=W,, Sing® + (-W, ) Sing® =D, ,.
On en déduit alors la suite exacte:
0 = H(Gsing 0) = H®(Csing0(®)) = HO(0p, (8)),
qui montre que I'espace projectif engendré par Yy(W, N Sing ®) = y(D, ,) est
H, ,, ce qui termine la démonstration.

L’égalité (3.5) résulte des deux lemmes suivants, joints au fait que la classe de
cohomologie de Sing © est 1560* ([G-H] page 358) donc que celle de Y*(H, ,) est
15
12Y -

LEMMA 3.6. On a I’égalité ensembliste:

67 (Hy0) = [W,.,U(— W, )] Sing ©.
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m Soit tout d’abord L € W, , n Sing, ®. On a les bases suivantes:
H°(L) = Cs,,s ® Ct
H(w,®L™1')=Cs' ®Cr'.

Alors §(L) = (s,,55") - (tt') — (sppst’) - (s't) correspond a une quadrique contenant
la courbe canonique X et la corde {pg).

Réciproquement, soit L € Sing, ©, {s, t} une base de H(L) et {s’, t'} une base de
H®(we ® L™'), que Pon peut choisir telles que s(p) =s(p) =0.Si L¢ W, ,, on a
aussi t(p)s(qg) # 0. Si la quadrique ¢(L) = [(st')- (ts") — (ss")-(¢t')] contient la droite
<PQ>s on a:

(st")(p)(ts") (@) + (st')(@)(ts")(p) — (ss")(P)(tt')(q) — (s5")(q) (') (p) = O
=s'(g)t'(p)=0
= s’ nulle en p et g, ou p point base de w, ® L™}
=Le(—W,,). |

LEMMA 3.7.  Sous les hypothéses de la Proposition 3.4, W, .- Sing © est de dimen-
sion pure g — 5 et sa classe de cohomologie est 750°.

m Il découle de [T] que sous nos hypothéses, Sing © est irréductible de dimension

g — 4. Si on avait Sing ® ¢ W, , on aurait:

Vr,seC Sing® = O,y
ce qui ne serait possible, d’aprés [W1], que si:
dx,yeC p+q—r—s=x-—y,

de sorte que W, serait de dimension > 1. La courbe C serait alors hyperelliptique
par [Ma].

On a donc dim(W, - Sing ®) < g — 5. Gréce a la construction de [K-L], il est
facile de voir que W, .- Sing © est toujours de codimension < 5 en tout point donc
qu’il est de dimension pure g — 5 dans notre situation. On peut aussi calculer sa
classe de cohomologie w. Avec les notations de [G-H] page 352, on a:

w = 0‘*(0'3,2)
= 0%(—0," 04 + 03°03)

L, 1.1, 1.
= —°*— — $ = — . .
040" +3197 50 =549
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PROPOSITION 3.8. Soit C une courbe lisse de genre g non hyperelliptique, non
trigonale et non superelliptique, p, q, r, s quatre points distincts de C et a le point de
JC correspondant a L, = Oc(p + q — r — s). Alors on a Pégalité entre cycles:

®,-Sing © = (W, - Sing @) + ((— W, ,)- Sing ©).

® Soit u (resp. v) une section de Oc(r + s) (resp. Oc(p + q)) de diviseur (r + s) (resp.
(p + g)). Le noyau du morphisme:

HL) @ HOL® L") 2 HOL(r + 5))
est isomorphe a H°(L(—p — g)). On a donc:
hO(L(r + 5)) + h°(L(—p — @)) 2 B°(L) + R%(L ® L;)
et par Riemann-Roch, sideg L = g — 1:
h(wc @ L7 (—r — 5) + h°(L(—p — @) = K°(L) + P*(L ® L;") — 2.

On en déduit I'égalité de I'énoncé, au point de vue ensembliste. L’egalité entre
cycles decoule alors de 3.7 et du fait que la classe de Sing © est 64/12. ®

LEMMA 3.9.  Soit C une courbe lisse générique de genre g > 6 et p et q deux points
génériques sur C. Alors W, .~ (— W, o) N Sing © est de dimension < g — 6.

® Au vu de la Proposition 3.2, il suffit de montrer qu’on ne peut pas avoir:
W,. N Sing ® = (— W, ) pour p, q génériques. Si c’était le cas, on aurait, pour p, q
génériques:

VMeW!, M(p)e W, ,n Sing ©
=h (@M (-2p—g) > 1
=0 @M™) > 4

ShM)>g—2+1—g+4=3,

ce qui est impossible puisque W,! , n’est pas contenu dans W2, (par 1.2, W,L, n'est
pas vide puisque g > 6). On a donc une contradiction. W

PROPOSITION 3.10.  Soit C une courbe lisse non hyperelliptique de genre g > 6.
Alors, pour p, q, r et s génériques sur C, W, o (=W, ;) est irréductible de dimension
g — 5. Sa classe de cohomologie est 6(0°/5!). Son image par Uapplication de Gauss
O ——> PTC = |wc| est joc(—p — q — r — 5)| >~ P9~5,

® Soit ¢: C¥~V — O I'application naturelle. On pose:

Z={DeC"Illexiste Ec |[Kc —p—q —r — s| avec E > D}.
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On a alors W, N (—W,,)=09(Z,,). Pour p, q, r, s génériques, |H|=
|Ke —p — q —r — s| est un g4, > et il est classique que Z est de dimension g — 5
(TACGH] Lemma 3.2 page 342), connexe pour g > 6 par [F-L]. Si |H| avait un
point base x pour tout (p, g, r,s)e C* les O(p + q + r + s + x) décriraient une
sous-variété de dimension > 3 de W' et C serait hyperelliptique par [Ma]. On peut
donc supposer |H| sans point base. Il est alors classique ([ACGH] page 112,
Uniform Position Theorem) que Z estirréductible si ¢4: C — P?~> est birationnelle.

Pour g > 7, cela découle du fait que I'application canonique est birationnelle
et qu'une courbe non dégénérée dans P’ (r > 3) a au plus oo! trisécantes

([ACGH], page 110): 1a projection depuis un point générique de la courbe est donc
birationnelle.

Pour g = 6, ce n’est jamais le cas et on adopte une approche un peu différente: Z
etant connexe, il en est de méme pour W, , n (— W, ). Il suffit donc de montrer que
cette intersection est lisse.

SoitLe W, n(—W,).Ona:

H°(L(~p—q))=Cu
H(wc® L™ (—r — 5)) = Cu’
H°(wc ® L™(p + q)) = Cu’s,ps ® Cuy & Cu)
HO(L(r + 5)) = Cus,,s @ Cu; @ Cu,.
On a donc, dans T, JC ~ H°(C, wc)*:
LW, , = uu's,,, uuy, uuy >+

TL(_ VVr,s) = <uu’qurs’ u,ul’ u’u2>J—'

Si W, .- (—W, ;) n’est pas lisse en L, on a une relation du type uu; = u'u,.
On écrit:

divw=E+ 4 divw)=E+ B avec AnB=(J
diviu,)=F+ C diviuy)=F+ D avec CnD=(.
On a alors A = C et B = D, de sorte que:

F=p+q+r+s+E
2E+A+B=K.—p—q—r—s

On remarque aussi qu’on ne peut pasavoir F > p + q + r + s,doncque h°(F) = 2.
Sideg E = 1, Festung}.Onaalorsdim W¢ > 3donc C hyperelliptique ([Ma}).
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Si degE>2, 2E+ A+ B+ s correspond 4 une bitangente a la courbe
$ikc-p-q-r(C) = P2, ou a une droite passant par un point de multiplicité > 4.
Comme une courbe de P2 n’a qu’un nombre fini de bitangentes, c’est la deuxiéme
possibilité qui est génériquement vérifiée i.e. h%(K. — p — g — r — 2E) > 2. Ceci
contredit le fait que dim W, < 0.

On a montré que W, .- (— W, ;) est lisse connexe donc irréductible.

L’application de Gauss induit sur Z 'application birationnelle:

Z ——— ||
D—D+p+qg+D +r+s5s)
oo De|w(—p—q—r—s— D)

dont I'image est |H| < ||
Enfin, pour calculer la classe de cohomologie, on applique les résultats de [M]
(cf. aussi [ACGH] Chapitre VIII). Avec les notations de loc. cit., on a:

[Z,.,] = n*- coefficient de t2 dans (1 + 5)"te'*™®
=n2(* — ne*0 + 10*6?),

et:
4 3 % 1 2 %02
W, (=W, )= \n*—ne 0+§n p*0

1.1, 1 63
= —_— ‘9 ey 3'02=6“"—. -
50 g0+t 5

§4. Etude des singularités du diviseur théta d’une variété de Prym généralisée.
Dans [B1] §3, Beauville a étendu au cas des courbes singuliéres les résultats de
Mumford sur les singularités du diviseur théta d’une variété de Prym associée 4 un
revétement double étale de courbes lisses. Néanmoins, il ne considére que les
revétements satisfaisant a la propriété () de loc. cit. (page 157), cest-a-dire le cas
ou il n’y a pas de composantes échangées par I'involution.

Nous montrons ici qu’on peut facilement étendre ces résultats au cas général
des revétements satisfaisant a la condition (+#) ci-dessous, qui donnent toutes les
variétés de Prym généralisées.

Soit C une courbe connexe de genre 2g + 1, avec au plus des points doubles
comme singularités, munie d’une involution g, et C la courbe quotient. On suppose
la propriété suivante vérifiée:
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— ¢ n'est lidentité sur aucune composante de C.
— Les points fixes de o sont des points doubles de C et les deux
(*%) branches ne sont pas échangées.
~ Le nombre de composantes de C échangées par o est égal au
nombre de points doubles de C échangés par 6.

Par Lemma 5.1 de [B1], C est de genre g + 1 et P° = (Ker Nm)° < JC est une
variété abélienne de dimension g.

PROPOSITION 4.1.  Soit M un faisceau inversible sur C tel que Nm M = w,. Alors
la fonction:

L—h°(L®M) mod?2

est constante sur P°. Il existe un tel faisceau M avec h°(M) nul.

m La démonstration de la premiére assertion est identique a celle de la Proposition
3.4 de [B1]. On montre maintenant 'existence de M. Il est clair que pour tout
multidegré d sur C, il existe un multidegré d sur C tel que Nm(Pic4(C)) = Pic%(C).
Comme de plus Nm: JC — JC est surjective, il existe un faisceau inversible M sur
C tel que Nm M = w,.

SiH O(C', M) est non nul, on montre comme dans Step II, Lemma 3.2 de [Mu 2]
qu’il existe x lisse sur C tel que:

h(C, M ® Os(x — ox)) = h°(C, M) — 1.

On peut donc trouver M tel que Nm M = w¢, HY(C,M)=0. B

Il peut arriver quaucun M vérifiant Nm M = w. et H%(C, M) = 0 ne soit de la
forme n*L, (cf. exemple du §6 et comparer avec Proposition 3.10 de [B1]).

On fixe a partir de maintenant un tel M et on définit PicM (C) comme le translaté
de JC par M: c’est la composante connexe de Pic(C) formée des faisceaux inversibles
sur C de méme multidegré que M. On définit aussi:

P = composante connexe de {L € Pic¥ (C))Nm L = ¢} contenant M
6 = {L e PicM(C)|h°(L) > 1}.

Alors @ est un diviseur de Pic™(C) (Proposition 2.2 de [B1]). On a:
PROPOSITION 4.2.

e P={Le Pic™(C)|Nm L = w, h°(L) pair}
® Op =2E, avec E = {L € P|h°(L) > 2}.

m Pour démontrer le premier point, on remarque d’abord que l'inclusion < résulte
de 4.1. Ensuite, il résulte de la démonstration de 5.4 de [B1] qu’on est dans I'une
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des situations suivantes:

~C=Aucdavec #Anadd = 2,auquel cas Nm: J C —»JCaun noyau connexe
égal & P°. En particulier P = {L € Pic¥(C)|Nm L = w¢}.

— Ilexiste une composante de € invariante par o et Ker Nm a deux composantes
connexes P et P'. Si L € P° et si x est sur une composante de C invariante par ¢
et est lisse sur C, on a:

h°(L ® Ue(x — ox)) = k(L) + 1,

soit L @ Og(x — ax) € P* et h°(L) est impair pour L € P'. Ceci montre le premier
point. La démonstration du second est identique a celle de 3.10 de [B1]. ®

Les singularités de = sont de deux types ([Mu 3]):

e soit h°(L) > 4
e soit h%(L) = 2 et pour toute base {s, t} de H°(L), on a:

o*s®@t=s®o* dans H°C,L® o*L)= H°(C, w¢).

Les premicres seront dites stables, les secondes instables. On étudie maintenant
le comportement de ces premiéres dans une famille de revétements doubles.

(4.3) Soit € - T une courbe stable de genre 2g + 1, munie d’une involution ¢
satisfaisant sur les fibres & la condition (**). On supposera que € est lisse et
que T est un polydisque. On s’autorisera au besoin a réduire T sans toujours le
mentionner.

On note € = %/o. C'est un espace analytique lisse. Il résulte du Théoréme 3.1 de
[Gr] que I'espace de Picard Pic(#/T) (resp. Pic(€¢/T)) existe. C’est un espace
analytique sur T, en général non séparé, tel que sa fibre en ¢ e T soit isomorphe a
Pic(%) (resp. Pic(%,)). On a un morphisme norme Nm: Plc(%/ T) — Pic(€/T).

On utilisera aussi le sous-espace analytique Pic®(%/T), de fibre en t e T iso-
morphe a Pic®(%,), qui est quasi-projectif sur T ([De] Proposition 4.3).

LEMME 4.4. Tl existe un faisceau inversible .# sur € tel que:

(ii) Vte T HY@, M) =0

® Soit & un diviseur de Cartier effectif sur @ tel que 04,(2) = Wyt €t tel que la
restriction de 9 a %, soit somme de 2g points distincts lisses sur %,. Quitte & réduire
T, on peut considérer 2 comme somme de 2g sections de € — T qu’on peut remonter
en des sections de € — T. Ceci donne un diviseur de Cartier effectif & sur @ et
M = 0(D) satisfait & ().

Comme dans la demonstratlon de 4.1, il existe des points x9, ..., x$ lisses de %,
tels que H(%,, Mo (x2 T+ x§ —o6x§ — - — ax3)) = 0. On ch0131t des sections
(locales) x,, ..., xy de € - T qui prennent les Valeurs x9, ..., xyen0.8iX,,..., Xy
sont leur 1 1mages le faisceau inversible .# ® O(ZX, (X; — 0X,)) satisfait a i) et ii)
(quitte a réduire T). W
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On fixe un tel .# et on définit Pic#(%/T) comme le “translaté” de Pic®(€ /T) par
4. On lui associe une variété de Prym:

2 = composante connexe de {Z € Pic# (¢/T)|Nm & = Wer} conteant A
= {% € Pic“'(¢)|Nm &, = wg, et h(%,, &L,) pair}.

En suivant la construction détermin~antielle usuelle ([K]-L]), on peut définir un
sous-espace analytique #7, de Pic#(€¢/T) dont I'’ensemble sous-jacent est

{Z e Pic“ (@)%, L) = r + 1},
OnposcalorsE=2-# Y et ¥ =P %73, desorte que, pour t € T:

(2, E,) estla variété de Prym associée au revétement €, — %, .
4, est’ensemble des singularités stables de E, .

On a alors:
PROPOSITION 4.5.  Le sous-espace & de P est vide ou de codimension partout < 6.

@ On fait la construction de [Mu 2] généralisée dans Theorem 1.1 de [B1] et on
applique la remarque (1.6) de [H] (cf. démonstration de 5.4). R

I est montré dans [D] Théoréme 5.25 que lorsque g = 6, % n’est jamais vide si
€, est lisse. 11 est facile d’en déduire que dans la situation ci-dessus, & n’est jamais
vide dés que g = 6.

§5. Les intersections Z-Z, , . pour une variété de Prym. A beaucoup de
titres, les intersections E-E,,;_,,_,, pour les variétés de Prym jouent un role
analogue aux intersections @ - ©,_, pour les jacobiennes ([B-D]).

On ¢tudie ici ces premiéres et plus particuliérement leur lieu singulier, ainsi que
son comportement “en famille”.

THEOREME 5.1.  Soit n: C — C un revétement double étale de courbes lisses con-
nexes, a linvolution de C associée. On suppose que C est non hyperelliptique et non
trigonale de genre g + 1 et on note (P, E) la variété de Prym associée a  dans Pic*C.
On prend deux points r et s sur C et on note a I'élément de Pic°C correspondant au
Jaisceau inversible L, = Og(r + s — or — as). Alors lintersection E - Z, est réduite et
ona:

E-E,={LePlhC,LROU(—r—s)) =1}
Sing(E-E,) o {L € P|h°(C, L ® O(—r — s)) = 2},

avec égalité pour C générique et r et s génériques sur C.
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® On commence par le:

LEMMES.2. SiLeP,ona
W (L ® O(—r — 5)) = 3[h°(L) + KS(L® L;')] — 1.
m Soit t une section de O(r + s) de diviseur (r + s). Le noyau du morphisme:
HL) @ H'(L® L") ™ HYL® O(or + as))
est isomorphe 4 H°(L ® O(—r — s)). On a donc:
ho(L) + i°(L® L;Y) — h°(L ® O(—r — 5)) < h°(L ® O(or + 05))
= h%c*L ® O(r + s))
= h%(we® 0*L™' ® O(—r — s5)) + 2 par Riemann-Roch
=h(L® O(—r — s)) + 2 puisque L ® o*L ~ wg¢. [ ]
On en déduit I’égalité ensembliste:

(5.3) ENE,={LeP|h®(L®O(—r —5s)) = 1}.

Comme C est non hyperelliptique et non trigonale, le systéme linéaire |H| =
lwe ® O(—nr — ms)| est un g4,2, sans point base. On lui associe, en suivant [B2],
la sous-variété réduite § = (x**2) (| H|) de C2s-2),

L’image de S + r + s = C?® dans Pic??C a alors deux composantes connexes,
dont une seule V est contenue dans P, et qui n’est autre que En =, par 5.3. Le
théoreme 1 de loc. cit. montre que la classe de V dans H*(P, Q) est [£]?, donc que
I'intersection =- Z, est réduite.

Soit L € P tel que h°(L ® O(—r — s)) = 2. On va montrer que L est singulier
sur E-E,. Si h°%(L) =4 ou h®%(L ® L;') =4 alors L est singulier sur E ou sur
8, donc sur E-F,. Si h%(L) = h°(L® L;') =2, on prend une base {u, v} de
H°(L ® O(—r — s)). On a alors:

H°(L) = Cus,, ® Cuvs,,
H°(L ® L;') = Cuo*s,, ® Cvo*s,,.

Par [Mu 3] §6, I'hyperplan T,E de TP ~ H%(C, wg)*~ correspond a [u-s,,:
c*v-0*s,, — o*u-o*s, ' v-s,Jet T,E, a [u a"’s,s'a*v-srs —o*u-s,, v 0%s,,].Ona
donc TL... = T, E, et L est singulier sur =5 .

On suppose maintenant C générique et r et s génériques sur C. On rappelle ([B2]
§1) qu’il existe un morphisme surjectif d’une composante S, de la variété S, définie
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plus haut, sur E-5,:

S, —» E-E, < Pic*C

D—OsAD +r + s).

La fibre de L est isomorphe a |L ® O(—r — s)|. Il nous suffit donc de montrer que
S, est lisse c’est-a-dire, par Proposition 3 de [B2], que:

Pour tout diviseur effectif A sur C,
ho(H — 2A4) # 0=h°(H — A) = h°(H) — deg A4

ou, par Riemann-Roch, avec r’ = n(r), s’ = n(s):
hWPA+7r +5)22=h"Kc;—24—-r —5)=0.

Cette propriété est conséquence de la Proposition 3.1. H

Les points L de P tels que h(C,L® O(—r — 5)) > 2 seront dits singularités
stables de (B E,).

Cette définition est justifiée par I'analogie de leurs propriétés avec celles des
singularités “stables” du diviseur E, définies dans le paragraphe 4.

En particulier, on montrera qu’elles existent toujours pour g = 5 (cf. 6.10) et que
I’ensemble de ces singularités est partout de dimension > g — 5 (cf. 5.5).

(5.4) On étudie maintenant le comportement de ces singularités en famille.
On reprend les hypothéses et notations de 4.3, de sorte qu'on a une famille de
revétements doubles @ - € = €/o > T.

On a aussi choisi un faisceau inversible .# sur € satisfaisant 4 Nm .# = wer €t
H(#,, .#,) = 0 pour tout ¢.

On prend deux sections disjointes r et s et on définit le sous-espace analytique
&% de la variét€¢ de Prym & en suivant la procédure utilisée dans [KI1-L]: a ’aide
du faisceau de Poincaré sur € x, Pic*#(%/T), on construit deux faisceaux locale-
ment libres & et & sur Pic*#(%/T) de rangs respectifs M et M + 2, ainsi qu’un
morphisme f: & - £ tels qu’on ait ensemblistement:

{& € Pic*(@/T)|Rang fo < M — 2}
= {& e Pic*(@/T)|Nt € T h°(%,, £, ® O(—r(t) — s(t))) = 2}.
L’espace &™° est alors défini comme la variété déterminantielle:
&S = {zéros de AM7f 5},

de sorte que, lorsque ¢, est lisse, &"° est 'ensemble des singularités stables de
E, B, .0 avec a(t) = r(t) + s(t) — ar(t) — as(r).
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On a alors:

PROPOSITION 5.5. Le sous-espace &"° de P est vide ou de codimension partout
<5

m On prend N + 1 sections x,, ..., xy de € — T de fagon que:
(5.6) r, s, xg, ..., xy soient disjointes deux a deux.

(5.7) Lemultidegré de #,(r(t) + s(t) — ZX., x;()) ait toutes ses composantes < 0
pour tout ¢.
On prend les notations suivantes:

Pxr €
>]T \
P fog/

On désignera encore par r, s, Xo, - .., Xy les sections de f induites parr, s, xg, ...,
xy et par R, S, Xy, ..., Xy leurs images dans # x; %,

Soit # un faisceau de Poincaré sur 2 x, €. 1l satisfait a P2 x% = &£ pour
L e P et Fy, > Oy,

Le faisceau n,# = & est localement libre de rang 2 sur 2 x €. Il est muni d’'une
forme quadratique non dégénérée a valeurs dans w4 ¢, » (cela se montre comme

dans la Proposition 3.4 de [B1]).

" En suivant [Mu 2], on introduit:

P L2, T

N
oA =T, ( Y X i) diviseur de Cartier sur 2 x; €
i=1

V" = f(E(A)E(— )

Y, = i)

sous-faisceaux de 7.
W, = [ (&/8(— o)) }

Par (5.7), on a:

VLeP  HUE, Eu(—o))~H° (fZ,, g;(— fj nx,.(t))) =0.
i=1

On en conclut comme dans loc. cit. que %, #, et ¥~ sont localement libres de
rangs respectifs 2N, 2N et 4N. 1l existe une forme quadratique non dégénérée sur
¥ pour laquelle #] et #/, sont totalement isotropes. On a aussi:

VLeP Wi anWyq~HE, L)
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On aura aussli besoin de:
% = f*(TE*(Q"’.(—-R - S)) ® (O(M)) < Wi s

qui satisfait a:

® Wy 4= H(G, n (Z(—r, — 5) ® O x,(1)))
= HO((gt’ 3@(—'} —$§ + 7ka%t))
® W est localement libre de rang 2N — 2 (appliquer 5.7).

On a le diagramme commutatif suivant, analogue a celui de loc. cit. page 183:

0 0
| ~ i’

0- HO(%,, %(—1.—5)) = HY, L) =W nW3)g
. l . l

0— HO((gt’ L(—r, — s, + n*ol,)) - Ho((gts Z(n*sd)) = Wi %,
| 1

HO(®, (1, — 5, + 1*) ® O ) = H'(G,, L(1* ) ® O ),
qui prouve que:
(Wo N W3)g, ~ HYG,, Z(—1,— 3).
Ensemblistement, on a donc:
S ={L e Pldm(Hy, o " W5 o) = 2}.

Pour montrer la proposition, il suffit donc d’appliquer le lemme suivant:

LEMME 5.8. Soit P une variété irréductible, E — P un fibré vectoriel de rang 2n
muni d’une forme quadratique non dégénérée Q, W" et W* des sous-fibrés de E de
rangs respectifs n et k < n, isotropes pour Q. Alors le lieu:

{x € P|dim W~ Wk >r}

est vide ou de codimension au plus r(r — 1)/2 + r(n — k) en tout point.

m Comme dans 1.6 de [H], il suffit de montrer que si ¥ est un espace vectoriel de
dimension 2n muni d’'une forme quadratique non dégénérée Q, A, un sous-espace
vectoriel isotrope de dimension n, * la sous-variété irréductible (cf. [G-H] page
739) de G(k, V) formée des espaces isotropes, alors:

TH(Ao) = {A* € Z¥dim Ak Ag > 1)

est fermé irréductible de codimension r(r — 1)/2 + r(n — k).
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Comme dans 1.5 de [H] on introduit:
I = {(A* A) e % x Gr(r, Ao)|A = A*}.
Par [G-H] page 739, la fibre de pr,: I' = Gr(r, A,) est irréductible de dimension
(k—r(@2n—2r—k+r)— (k—r)(k —r + 1)/2. La projection pr,: " — Z* est bi-

rationnelle sur son image, qui est *¥(A,). On a donc:

Codimg £*(A,) = Codimg. {fibre de pr,} — dim Gr(r, A,)

=k(2n—k)—k(k;r 1)—-(k—r)(2n—2r—k+r)
+(k*r)(k_r+1)—r(n—r)
2
=2nr—r2—kr+r(r__1)—nr+r2
=r(n—k)+r(r;1). |

§6. L’exemple fondamental. On va maintenant appliquer les résultats des
sections 4 et 5 4 la situation suivante. Soit A le disque unité dans C. On considére
une famille f: (€, 6) — A satisfaisant a:

® % est une surface lisse.

® %, est obtenue a partir d’'une courbe générique N de genre g > 6 en identifiant
deux points génériques p et g de N.

e Pour ¢ # 0, %, est une courbe lisse irréductible générale de genre g + 1.

® 7, %, %, est le revétement de Wirtinger de %, de sorte que %, est obtenue
a partir de l'union disjointe N; L1 N, (N; = N, = N) en identifiant p (resp. q) sur N,
a q (resp. p) sur N,.

Si L, est un faisceau inversible de degré g sur C, tel que L? ~ w, il ressort de
[H] Theorem 2.14, que:

ng Ly est de multidegré (g, g)
h(n¥L,y) = 2h°(L,) + 1estimpair.

En utilisant ensuite Lemma 2.1 iii) de [B1], on peut conclure que tout faisceau
M sur € qui satisfait aux conclusions de 4.4, a savoir:

Nm A =wgs, h@, M)=0
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est de multidegré (g — 1, g + 1)ou(g + 1, g — 1) sur €,. On passe d’un cas a 'autre
en prenant 'image de .# par o*.

Le choix de .# définit donc une famille de variétés de Prym #. Si par exemple
deg My =(9— 1,9+ 1), on a #, c Pic®"19*Vg,. On sait d’autre part ([B1]
Theorem 5.4) que £, ~ JN. Ceci peut se voir de la fagon suivante. Soit n la
normalisation de €, pr, la projection J(N; LI N,) —» JN, 2 JN. Alors le morphisme:

pryn*. Z, - JIN
est un isomorphisme et envoie:
Eo={ZL e Z|h°(ZL) > 2}
sur
©={LeJ'N|°(L) = 1}. |

m Soit €%, Ona L Q®oc*¥ =wg donc n*& = (L, wy(p + 9) ® L™1), avec
L € J9 I N. On a la suite exacte:

0 — H(¥) 5 HOL)® H(wy(p + ) ®L™') — CAHC.

SiL¢®,ona HL)= H(wy® L) =0et:

H°(#) ~ {ue H%(wy(p + q) ® L") u(p) = u(q) = 0}
~H(wy® L) =0 soit L¢E,.

Donc pr,n*(E,) < ®. Comme @ est irréductible, on a égalite. W

On va maintenant déterminer quels points de Sing ® correspondent a des singu-
larités stables au sens des variétés de Prym.
On adopte les notations du §3, a savoir:

W=W>;,cJ 3N

Wog=W+p+qgcJ'N.

p—
It

LEMME 6.1.  Les singularités stables de E, sont les points de W, , n Sing ©.

m On garde les notations ci-dessus.

Si h%(#) =4 alors & correspond 4 un point singulier de £, donc L a
un point singulier de ® et h°(L)=>2. Si L¢ W, , alors: h°(L(—p — q)) =0,
K%(wpn(p + q) ® L™1) = 2 et h°(L) = 2. Donc toutes les sections de wy(p + ) ® L™
sont nullesen p et get H*(¥) ~ H(L(—p — q)) ® H°(wy ® L™!) est de dimension
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2. C’est une contradiction, donc L € W, ,. Réciproquement, si L € W, , n Sing ®
alors pour s € HY(L(—p — g)) et 5, t € H(wy ® L™!) linéairement indépendantes,
on a n*H®(Z) > {(ss,4, 0); (0, 55,,); (0, 2s,,,)} et h%(¥) = 3. Comme h°(ZL) est pair,
onabien h°%(¥)>4 N

Remarque 6.2. On a introduit en 4.3 le fermé suivant de 2:

& = | {singularités stables de Z,}.
teA

p—

Les singularités de = étant toutes stables pour un revétement générique, on
a & = Sing E, pour t # 0. Il résulte de [W2] que lim,,, % < W, (=W, )N
Sing O, qui est de dimension < g — 6 par 3.9. On en déduit que & est réductible de
codimension partout 6 dans 2. Une de ses composantes est W, . Sing © (au-
dessus de 0), les autres dominent A.

On considére maintenant deux sections disjointes r et s de € — A. Quitte a
prendre des images par g, on peut supposer que ry, S € N, — N;.

Le faisceau inversible Og(r + s — or — 65 + N,) est de multidegré nul sur chaque
fibre. Il correspond & une section a de 2% — A, qui satisfait a:

Ve #0 a, correspond a Og (r, + s, — or, — 0s,)
a, correspond a pryn*Qg (ro + so — org — 659 + N,)
= On(—ro —So + p + q)dans JN.

On introduit comme en 5.4 le sous-espace fermé &™° de 2 dont I’ensemble
sous-jacent est:

{Z e 2|, £®0(—r,—s)) = 2}.
Par le Théoréme 5.1, on a:
Vi#0 S = Sing(E, E, ;).

Au-dessus de 0, on a (on laisse tomber les indices 0 dans r,, s, et a,):

PROPOSITION 6.3.  Pour g > 6, l'espace analytique 3 est de dimension pure g — 5
et a 3 composantes irréductibles, a savoir (W, ,n Sing ®), (—W, )N Sing O, et
W, s (=W, ). Il est lisse en tout point de (W, , N Sing O)\(— W, ).

a On sait déja (Lemme 6. 1) que les points de W, , n Sing @ correspondent 3 des
faisceaux inversibles & sur €, avec h°(&) > 4, donc a fortiori 4 des éléments de #*.

Ceux de —(W, , n Sing ®) + a = (—W, )~ Sing ©®, correspondent a des fai-
sceaux inversibles ¥ sur €, avec h°(#(or + 6s — r — s)) > 4 donc aussi a des
¢léments de 7.
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Si L est un point de W, N —W,,, on peut prendre ue H*(L(—p — q)),
i1 e H(wy ® L™Y(—r — s)) non nulles.

Avec les notations de la démonstration précédant 6.2, on a n*H%(#(—r — s)) o
{(us g, 0); (0, s,,,s) } €t & est bien un point de .55"".

Réciproquement, si . correspond a un point de &%, on distingue deux cas:

i) Si h°%(L)>2 ou K°(L(—p—qg+r+5) =2 on est dans ®,NSing ® ou
® n Sing O,. Si par exemple L € @, n Sing O, on a par proposition 3.8:

Le[(—W,,)nSing ®] U[W, , nSing O].
Si L appartient 4 la premiére mais pas a la seconde de ces deux composantes, on a:
h°(L) =2 ho(wy®@ L™ Y(—=r—3s)=1

RL(—p—q)=0 hoy@L ' (p+q—r—s)=1.

On en déduit:
n*HY(ZL(—r —s)) ~ HY(L(—p — q)) ® H(wy ® L™ (—r — 5)).

Mais c’est impossible puisque I'espace vectoriel de droite est de dimension 1.

Onadonc L e W, ,n Sing ©.

De méme, si L € ® N Sing ®,, on en déduit L € (— W, ;) n Sing O,

ii) Si WO(L)=ho(L(—p—q +r+s)) =1, alors n*H(#(—r —s))~ H'(L)®
H%wy ® L™ (p + g — r — 5)), ce qui n’est possible que si H(L) ~ H°(L(—p — q))
et Hoy® L™ (p+g—r—35)~Hwoy® L' (—r —s))ie. Le W,,n(—W,).

On va maintenant calculer I’espace tangent en ¥ a %{'°. Remarquons tout
d’abord que la construction de ¥"* commute aux changements de base. En parti-
culier, 1a fibre &** est 'espace #"** associé 4 la “famille” &, — {0} et aux sections r
ets, cest-a-dire Z, - (W3-1.4-1))r.s- L'espace tangent 4 3" en & s’obtient de la fagon
suivante pour h°(%,, L(—r — s)) = 2:si {u,, u,} est une base de H*(L(—r — s)) et
{; = 0*uy5,,0%S,s, Uy = 0*U,5,,0%s,,, U3, Uy} une base de Ho(wg, ® L7 (r + 5))
alors T4 S ® est Porthogonal de {u#1; — 0*(u;5;) }1 <i<2,1 <j<a» €1éments de 'espace
des sections de wg, antiinvariantes par ¢*, qui est T$%,.

De par la forme particuliére de &, et &,, ces 8 éléments se réeduisent aux 5 suivants:

{(uyo*uy — uy0*u s, o*s,q, wit; — o*(u,iy), 1 <i<2<j<4}.

On va calculer cet espace tangent dans le cas ou . correspond a un point L de
W, ,n Sing © avec L ¢ (— W, ), pour montrer qu’il est de dimension g — 5.
On a alors:

PL)=22  KUL(-p—9)>1

ho(L(r + s)) = 2.
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On en déduit facilement que:
hO(L) = hO(L(r + 5)) =2
h(L(—p ~q)) =h°(L(r +s—p—q)) = 1.
On a les suites exactes suivantes:
0— HY(Z(~r — 5)) "> HL) @ HOwoy® L™ (p+ g —r —5))— C, @ C,
0— H%wg,® 7' + 5))—— H%wy ® L™\ (p + ) ® HO(L(r + 5))
— Cl @ CZ .
On prend les bases suivantes:
{u, = us,,, u;} pour HO(L)
(@} pour H(wy®L™'(p+q—r—s)
{u,,u,} pour H°wy® L)
{ﬁlsm’ Uy US,s}  pour  H%(wy @ L7 (p + q))
{uSpgrs U5,s}  pour  HO(L(r + s)).

Comme # n’est pas nulle en p et en g, (0, #) n’est pas dans n*HO(#(—r — s)). Cet
espace est donc de dimension 2. On peut choisir u, de fagon qu’une base en
s0it {(us,q, O); (u,, #)}. Une base de n*H(weg, ® L7 (r + 5)) est alors {(0, us
(L_‘Srsa u28rs); (171 qua O)a (ﬁzqua 0)}

L’espace tangent T, % est 'orthogonal dans T2, ~ T,JN ~ H°(N, wy)* de
{uits,;, ully S, Uil S,,, Uiy, Uy, ).

En comparant avec les calculs de la démonstration de 3.2, on voit (avec
t = US,, Sp = U, t; = U, 5; = u;) que:

pqrs );

TeSs® ~ T (W, . Sing ©).

La fin de la démonstration de 3.2 montre alors que cet espace tangent est de
dimension g — 5, ce qui termine la démonstration. W

Remarque 6.4. On peut montrer que S4'° est lisse en un point générique de
W, e N (=W, ), par la méme méthode que celle employée ci-dessus. En particulier,
par 3.2 et 3.10, sa classe de cohomologie donc aussi celle de %™ pour tout ¢, est,
par 3.7 et 3.10: 6°/24 + 6°/24 + 65/20 = %6°.

On peut maintenant montrer le résultat principal de cette section.
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THEOREME 6.5. Pour g > 6, le sous-espace analytique &#™* de P est irréductible,
de codimension 5 et domine A.

m Il suffit de montrer que toute composante irréductible  de &™° vérifie: (quitte
a réduire A):

i) 7 est de codimension 5 et domine A.
ii) 7o > W, ,n Sing ©.

En effet, il résulte de 6.3 que &* est lisse en un point générique de W, , N Sing O,
donc qu’une seule composante irréductible de #"* contient W, , N Sing ©. Le
théoréme découle alors immédiatement de i) et ii).

Par Proposition 5.5, on sait que " est vide ou partout de codimension < 5
dans 2. Comme sa fibre en 0 est de codimension partout 5 dans Z, (Proposition
6.3), on en deduit 1).

On peut supposer que pour tout ¢ dans un sous-ensemble dense Q de A, on a:

2, est simple
a,=r,+ s, — or, — os,n’est pas d’ordre finidans Z, .

On peut alors déduire de [B-D] que:
Ve Q dim(Z,n Sing E,) > g — 6.

(6.6) On peut remarquer que ceci redémontre le Théoréme 5.2.5 de [D], a savoir
que dim Sing E > g — 6 pour toute variété de Prym (P, E).

Or on sait par [W3] que Sing E, = % est de dimension pure g — 6. Il s’ensuit que
J, contient une composante de Sing =,, pour t € Q. On sait aussi ([W2] 3.4) que la
limite de % quand ¢ tend vers 0 est contenue dans W, , N Sing © N (—W, ), qui est
de dimension < g — 6 par 3.9. On en déduit que Z, contient une composante de
W, ,n Sing © n(— W, ) de dimension (g — 6). Or il résulte de Proposition 6.3 que
les composantes de 7, sont parmi {(W, ,n Sing @), (—W, ;) n Sing @,), (W, , N
(— W, ))}. L’assertion ii) résulte alors du lemme suivant.

LEMME 6.7. Soient p, q fixés. Alors pour r et s génériques, aucune composante de
dimension g — 6 de W, , " Sing ® N (— W, ,) n'est contenue dans (— W, ;).

m Ilrevient au méme de montrer qu’aucune composante Z n’est contenue dans W, ;.
Si Z était contenue dans tous les W, , on aurait Z <« W2, ce qui est impossible
puisquedimZ =g —6etdim W2, =g —9(cf. 1.2). W

On en déduit aussi le résultat annexe suivant:
COROLLAIRE 6.8. Soit t: C — C un revétement étale entre courbes lisses connexes,
ou C est générique de genre g + 1 = 7. Soient r et s deux points génériques de C, a

I'élément de la variété de Prym (P, E) de n associé a Og(r + s — or — as). Alors
Sing(E - &,) est irréductible de dimension g — 5. Sa classe de cohomologie est %[ Z]°.
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Remarque 6.9. Lorsque g = 5, on montre comme ci-dessus que Sing(Z- =) n’est
jamais vide et est génériquement un ensemble de 45! = 16 points.

§7. Le théoréme principal. 1l est maintenant facile de démontrer le théoréme
suivant:

THEOREME 7.1. Pour tout g = 7, I'ensemble des variétés de Prym P, est une
composante irréductible de /2 .

m Démonstration du théoréme. On va montrer que pour g > 6, Z, ., est une com-
posante de .#,7"S'. Rappelons tout d’abord que 2, est contenu dans N pour
g = 5([D] Theoreme 5.2.5 ou 6.6 de cet article).

Considérons la fronti¢re 0%,,, c 0.,,, de Z,,, dans la compactification par-
tielle o7} de o, (cf. 2.4). Elle est de dlmen51on pure 3g + 2etonap,,,(0%,4,) =

g

2, ([F-S 2] Theorem 3.6). 11 résulte aussi de (2.5) que:

2

g+1
g1 < Ngos

=> 0%, © a‘/ngjsl — p;+11 (Hls)o al%yjsl .

Considérons la famille f: 2 — A étudiée au paragraphe 6. Elle est munie d’une
section a: t— O(r(t) + s(t) — ar(t) — os(t)). Il ressort de [F-S 2] Theorem 5.2, que
la famille de variétés quasi-abéliennes associée est la famille de variétés de Prym
associée a la famille de revétements doubles suivante:

(g/r~asets~a'r - (g/nr~ns - A

On peut donc lui associer un morphisme ¢: A — 02,

Soit €,,, une composante irréductible de A7*] contenant Py €t 06, sa
fronticre. Soit 02, une composante 1rreduct1ble de 0%, contenant ¢(A), é%gﬂ
une composante 1rreduct1ble de 0%, contenant 02 ,.

On a alors:

@A) = 0F), = 06) . = Pg+1('/V s) U a,Jngfsl
¢(A) & p,i (N2 s) par6.2parexemple

= 0%}, < NS

On veut maintenant appliquer 2.6 a la famille 2 — A munie de la section a.

L’hypothése (i) est vérifiée par 6.8 avec 7° = %" et 'hypothése (iii) grace au fait
qu’une jacobienne générique a pour seuls automorphismes +id.

Si (ii) n’était pas vérifiée, on aurait: Vt # 0, il existe une composante Z, de Sing E,
telle que Z, , < Sing E,.

Comme en 6.5, on peut supposer que 2, est simple pour t dans un sous-ensemble
dense de A. L’ensemble des x, tels que dim(Sing Z,) N (Sing E E,.x) = g — 6 est alors
fini. Pour un choix générique de r et s, (ii) est donc vérifiée.



VARIETES DE PRYM ET ENSEMBLES D’ANDREOTTI ET MAYER 629

Il s’ensuit que la codimension de 0%%; en ¢@(0) est inférieure ou egale a
la codimension de I'espace projectif engendré par I'image de (W, ,n Sing @) u
(=W, )nSing ©,) U (W, ,n(—W, ,)) par 'application rationnelle:

00 a0 020 020
zr—>|:/16—21(z, ) NP Aa—zg(z, 1), A-a—z—ia—zj(z, 7) + uaz,-azj(z — a, 7:)]

a0 00
avec A—(,1)+pu—(2—a,1=0
oz 0z;

a correspondanta O(p +q —r — s)e JN.

Par 3.4, I'image de la premiére composante (pour laquelle, génériquement, u = 0)

engendre P({0} x V)avecdim V = (g ; 1) — (3g — 2).

L’image de la seconde composante est la méme. Par 3.10, 'image de la troisicme
engendre P(V'), ou la projection de V' sur les g premiers facteurs est de dimension
g—4

On a donc:

dim 06}, <4+ 39 —2=3g + 2.
Comme 0%, ., est de dimension pure dim €, — 1, on en déduit:
3g+3=dimZ,,, <dm%,,, <3g+2+1,
soit Z,,; = 6,4, B
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