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1. Qu’est—ce que le probléme de Torelli ?
La jacobienne d’une courbe projective lisse C est le tore complexe :

JC = HO,1(c)/HI(C,2) .

Le cup—produit est une forme entiere alternée non dégénérée sur Hl(C,2)
qui induit une polarisation principale © sur JC . Le théoréme de Torelli
classique énonce qu'une courbe lisse est déterminée par la variété abélienne
principalement polarisée (JC,9) .

Si X est une variété projective lisse de dimension impaire 2n+1, la
théorie de Hodge entraine que le quotient :

JX = HOZn+1(X) @ ... @ HNYN+1(X) / H2N+1(X,2Z)

est encore un tore complexe, qu'on appelle la jacobienne intermédiaire de X .
Elle nadmet cependant pas en général de structure algébrique. Néanmoins, si un

seul des HP,2n+1-D(X) ( p=<n ) est non nul, alors JX admet une polarisation
principale. On peut alors poser le probléme de Torelli : quand X est-elle
déterminée a isomorphisme prés par sa jacobienne intermédiaire munie de sa
polarisation principale ?

Le but de cet exposé est de répondre affirmativement & cette question
lorsque X est une intersection compléte lisse de trois quadriques dans
P2n+4 | Plus exactement, on présente une version simplifiée de la
démonstration compléte de cette assertion (qui a paru dans [D 1]), qui ne
s'applique que pour n=2 et X générique (cf. 2.1). Sous cette forme, ce
résultat est originellement dd & Friedman et Smith ([FS 1]). Mentionnons pour
finir que le théoréme de Torelli pour les intersections de trois quadriques
génériques de dimension paire vient d’étre démontré par Laszlo (IL]).

2. La jacobienne intermédiaire comme variété de Prym
Le point de départ commun a notre méthode et a celle de Friedman et
Smith consiste a exprimer la jacobienne intermédiaire d‘une intersection de trois




quadriques comme variété de Prym. Cette idée, qui date du début du siécle
([Di]), a été reprise et complétée par des travaux plus récents ([B], [T]).
On considere donc une intersection compléte lisse X de trois quadriques

dans P2n+4 | Dans le plan projectif des quadriques contenant X , le lieu de
celles qui sont singuliéres est une courbe C degré 2n+5 (la courbe
discriminante). Un point lisse de C correspond & une quadrique de rang
exactement 2n+4 , qui contient donc 2 familles de (n+1)-plans. Le choix d'une
de ces familles induit un revétement double m: C — C .

(2.1) La courbe C n’‘est pas lisse en général mais 1l'est pour une variété X
générique : on dit alors que X est ordinaire et nous nous limiterons ici & ce
cas. Le revétement T est alors étale et on peut lui associer une variété de
Prym : le noyau du morphisme norme Nm:JC — JC a deux composantes
connexes et 1a variété de Prgm P est celle des deux qui contient 1'origine. La

polarisation principale de J C induit le double d'une polarisation principale £
sur P .

D'autre part, les groupes HD,2n+1—D(X) ( p=n ) sont nuls sauf pour
P=n . La jacobienne intermédiaire JX de X admet donc une polarisation
principale naturelle © . Elle est reliée aux constructions géométriques
précédentes grice au théoréme fondamental suivant ([B] Théoréme 6.3) :

Théoréme 2.2.- (i) Les variétés abéliennes principalement polarisées (JX,9)
et (P,€) sont isomorphes.
(ii) Deux intersections complétes lisses de trois quadriques X et X'

sont isomorphes si et seulement si les revétements associés m et 1' Je
sont.

On a ainsi ramené notre préoccupation initiale, le probléme de Torelli pour
les intersections de trois quadriques ordinaires, & ce qu’‘on peut appeler le
probléme de Torelli pour les variétés de Prym : quand un revétement double
étale d'une courbe lisse est—il déterminé par sa variété de Prym ?

3. Le probléme de Torelli pour les variétés de Prym

La reformulation de notre question initiale en termes de variétés de Prym
ne nous avance en fait guére puisque le probleme de Torelli pour les variétés de
Prym n’est toujours pas résolu en toute généralité.

Faisons le tour des résultats connus & ce jour. Tout d’'abord, un calcul de
dimensions entraine que la réponse est négative si le genre g de C est =<6.

Lorsque g=7 , la réponse est négative en général (en particulier si C
est tétragonale, c'est—-a-dire admet un morphisme de degré =4 sur une
courbe rationnelle lisse ([Dol)) mais est affirmative si C est générique ([FS 2],
(K1, [w 1], [D 2]).

La conjecture suivante, due & Donagi ([Do]), me parait tout & fait
plausible :
Conjecture : Soit P Ja variété de Prym d'un revétement double étale 17
d‘une courbe lisse non tétragonale. Alors tout revétement double dont la
variété de Prym est isomorphe & P est isomorphe & T .




Ces considérations nous ont un peu éloignés des intersections de
quadriques. Pire les résultats mentionnés plus haut ne nous aident en aucune
fagon puisqu’on & affaire & des courbes planes, qui ne sont pas génériques parml
les courbes de leur genre.

Il a fallu attendre 1986 pour que Friedman et Smith démontrent ([FS 1]) le
théoreme de Torelli pour les variétés de Prym des revétements doubles des
courbes planes génériques de degré impair =7 (on remarquera qu’elles ne sont
pas tétragonales!), c’est-a—dire le théoréme de Torelli pour les intersections de
trois quadriques génériques de dimension impaire. Ils utilisent des
dégénérescences et ne peuvent donc pas préciser 1'adjectif ''générique’’

La méthode qu’on expose dans la partie suivante convient pour toutes les
courbes planes lisses de degré =9 et entraine donc le théoréme de Torelli pour
les intersections de trois quadriques ordinaires de dimension impaire =5.
Comme on 1'a déja mentionné, les mémes idées permettent de lever ces deux
restrictions, au prix de complications techniques considérables ([D 1]).

4. Comment démontrer le théoréme de Torelli pour les variétés de
Prym ?

Il est peut-étre plus clair de commencer par expliquer la méthode dans le
cadre plus familier des jacobiennes de courbes.

Soit donc C une courbe lisse de genre ¢ . Dans la translatée J3~I!C de
sa jacobienne JC , définie comme l'ensemble des classes d'isomorphisme de
faisceaux inversibles de degré g-1 sur C, ily a un diviseur théta canonique :

= {Ledd~ICc | ho(Cc,L)=1),
dont le lieu singulier est :
Sing® = { L edJd~Ilc | ho(Cc,L)=2).

La surface suivante :

C-C = {Ocx-y) | x,yeC} c JC,
vérifie alors 1'inclusion :
(C-C) + Sing® c O.

Les trois termes qui apparaissent dans cette inclusion sont de nature
différente : tandis que ® et Sing® ne dépendent que de la jacobienne JC, la
surface (C-C) est intimement liée & la courbe C elle-méme (en fait, elle 1a
détermine). I1 est naturel d'attaquer alors le probléme de Torelli pour les

courbes en essayant de déterminer 1’ensemble :

S(JC) = {aedC | a+Sing® Cc @},




Cette méthode n’est pas (et de loin!) 1a plus simple et ce n'est que
récemment que Welters a pu montrer (IW 2]) 1'égalité :

SJc)=cCc-cC

pour g=5 . Cependant, elle a l'avantage de s'appliquer aussi dans le cadre des
variétés de Prym.

Soit donc mT:C — C un revétement double étale d’une courbe lisse de
genre g . Dans la translatée suivante de sa variété de Prym :

P* = { LeJ29-2C | NmL=wc et ho(C, L) pair},

le diviseur :
= = {LeP*| ho(C,L) =21},

représente la polarisation principale.

Le lieu singulier de = est décrit dans [M 1]. Il est réunion de 1a famille des
singularités stables :

SingstE = ( LeP*| ho(C,L) =4},
qui existent toujours lorsque dimP =6 ([Bel), et de celle des singularités
exceptionnelles, notée Singey E (pour plus de détails, le lecteur intéressé est
renvoyé a [M 1]). La surface suivante :

Z(C) ={OF(X+y-o%k-0y) |l %X,yet)

est contenue dans P ( o est l'involution de C qui échange les feuillets de 1)
et vérifie :

0]

=(C) + Singgt 2 C

De nouveau, la surface £(C) détermine le revétement 1 ([D1]) et on
voit se dessiner une méthode d'attaque du probléme de Torelli pour les variétés
de Prym. Elle souléve cependant deux questions :

1) Peut-on reconnaitre les singularités stables dans le lieu singulier du
diviseur = ?

2) Lasurface £(C) est-elle égale & :

S(P) = {aeP | a+Singgt= Cc =} ?
La question 1) n'a pas en général une réponse affirmative : c'est d’ailleurs

de 1a que proviennent les exceptions connues au probléme de Torelli pour les
variétés de Prym (ID 3]). Cependant, SingstZ= est partout de codimension <6




dans P et cela suffit pour conclure lorsque C est une courbe plane :

Proposition 4.1.- Soit (P,Z) Ja variété de Prym d’un revétement double
étale d‘une courbe plane lisse de degré =7 . Alors Singex= est de

codimension >6 dans P, de sorte que Singgt= est la réunion des
composantes de SingZ de codimension <6 dans P .

La démonstration de cette proposition est élémentaire : elle ne nécessite
que de connaitre les systemes linéaires de bas degré sur les courbes planes.

La question 2) est beaucoup plus délicate car il est difficile en général de
décrire Singgt Z . Je ne sais y répondre que lorsque 1a courbe C est plane:

Théoréme 4.2.- Soit m:C — C un revétement double étale d'une courbe
plane lisse de degré d=9 vérifiant :

(4.3) HO(C, m*0c(3)) = HO(C, Oc(3)) .
Alors, on a I'égalité suivante dans la variété de Prym associée P :

} =£(C).

0]

{aeP | a+Singst 2 C

Remarque 4.4.- (i) La condition (4.3) et le théoréme de Riemann-Roch
entrainent d=9.

(i) La condition (4.3) est vérifiée lorsque le revétement 1 provient

d’une intersection de trois quadriques ordinaire de dimension impaire =5 ([B]
Lemme 6.12.(i)).

|| Méme lorsque C est plane, on ne sait décrire que certains éléments de
Singgt 2 , comme ceux de :

S ={(L=0g(m*H+ M) | LeP* et Mz0},

ol H est le diviseur d’une droite sur C . Tout é1ément a de P qui vérifie :

a+Singgt= C =,
vérifie aussi :
a+S C =Z.

~

On peut traduire cette inclusion de la fagon suivante : soient M un
diviseur effectif sur C vérifiant T«M € | Wc(-2)] = | (d=-5)H|, et

E:GE(W*H+ M) . On a alors :

* soit h0(5, L) est pair, c'est-a—-dire LeP*, auquel cas L(a) € 2 et




ho(C, L(a)) =2,
e soit hO(C, L) est impair, c’est-a-dire L[ ¢ P* , auquel cas L(a) ¢ P*
et ho(C, L(a)) est impair.

On a donc dans tous les cas :
hO(C,T*H+M+a)=1.
Le lemme suivant est alors crucial :

Lemme 4.5.-Sojent m: C — C un revétement double étale d'une courbe
stable, L un faisceau inversible sur C et M un élément réduit de

~

|wc® (Nm L)-1|. On suppose que pour tout diviseur effectif M sur C
vérifiant TxM =M, ona HO(C, L(M)) ;éO . Alors HO(C, L) #0 .

[ | Supposons que la conclusion ne soit pas vérifiée. Il existg alors un
diviseur effectif X sur C de degré maximal tel que TTx X <M et
HO(C, L(X) =0 . Soit ¥ = g1 +...+ gr un diviseur effectif quelconque sur C
vérifiant 17« Y =M- Tr*i . Pour tout i=1,...,r, on a par construction
ho(L(X + gi)) =1, ce qui donne une section sj € HO(L(X+ ¥)) quis'annule en
tous les points de ¥ excepté ﬁi . Ces sections sont linéairement
indépendantes, de sorte que h‘o(t( X+9¥))=r , et ce pour tous les choix

possibles de Y . Mais la parité de hO(L(X+ ¥)) doit changer lorsqu’on
remplace un yj par o yj (cf. par exemple [M 2] page 187). On est donc arrivé &
une contradiction.®

Lorsque d=6 , on en déduit qu’un é1ément a de P vérifie a+S C = si
et seulement si il existe des diviseurs effectifs E et F sur C et C tels que :

T*E+ F € | w*H() |,
avec E de degré maximal. L'égalité Nma =0 entraine d'autre part :
(4.6) 2E + TxF € |2H] .

On utilise maintenant une autre sous—-variété de Singgt =, a savoir :

~ A~ o~ A A~

( [=0g(M*2H+ M+ X+ J+2-0%x-0y-o2) | LeP*: =0 : %, 7, zeC ).

Elle est non vide dés que d=8 et le lemme précédent entraine de
nouveau :




VX,y,zeC ho(C,M*2H+a+ X+ y+2-0X-0y-02)>0.
On vérifie facilement que cela est équivalent 3 :
ho(C,T*2H+a) = ho(C,m*(H+E)+ F) = 4.

Soit mM 1élément d’ordre deux de JC associé au revétement double T
(défini par exemple par Oc(M) = AZ2mx® § ). La proposition page 338 de [M 1]
donne la suite exacte :

0 — HO(C,H+E) — HO(C, M*(H+E)+ F) — HO(C,H+E+Tx F+T) .

Par (4.6), ce dernier espace vectoriel est contenu dans HO(C,3H+T) ,
qui est nul par hypothése. On a donc hO(C,H+E) =4, ce que le théoréme de

Riemann-Roch traduit en : E n'impose pas des conditions indépendantes sur les
courbes de degré (d-4) . 0r E est de degré au plus d (4.6) et il est classique
(cf. [ACGH] Ex. 19 page 56 lorsque E est réduit) que cela entraine que E
contient au moins (d-2) points alignés. On peut donc écrire :
E=H-x1-x2+FE,

avec :

X1, X2 € C et degE'=<2.

La relation (4.6) entraine alors :
TxF + 2E' = 2% + 2% .

Comme C n’est pas tétragonale, on en déduit :
TeF = 0, ZX1 ou 2X; + 2%2,
de sorte qu’il existe des points ;Ie TT"(x1) et §2€ Tr“(xz) tels que :
F = 0,2§] ou 2§1+2§2
a = 0, ;]—O’;ﬁ ou §]+§2—d§]—6;2.

Or 1'é1ément %y - o Xy de KerNm n’est pas dans P . On en conclut
ae=(C), ce qui termine la démonstration du théoréme. R
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