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SUR LE PROBLEME DE TORELLI POUR LES VARIETES DE PRYM

Par OLIVIER DEBARRE

Le probléme de Torelli pour les courbes est la question de savoir si
une courbe projective lisse connexe est déterminée par sa jacobienne. La
réponse 4 cette question est affirmative et une des nombreuses démonstra-
tions de ce théoréme est la suivante.

Soient C une courbe lisse de genre g non hyperelliptique, JC sa jaco-
bienne et ® un diviseur théta. Le morphisme C — PH(C, K¢)* = P¢~!
associé au systéme canonique induit un isomorphisme de C sur son image
X. D’autre part, les cones tangents 4 ® en ses points singuliers x de multi-
plicité 2 sont des quadriques dans P7T,JC, canoniquement isomorphe a
PHY(C, K ¢)*. Ces quadriques sont de rang au plus quatre et contiennent
la courbe canonique X.

Un trés joli théoréme de M. Green ([Gr 1]) montre que ces qua-
driques engendrent ’espace vectoriel des quadriques contenant X.
Ensuite, le théoréme de Petri énonce que I'idéal de X dans P! est engen-
dré par des quadriques, pourvu que la courbe C n’ait ni g}, ni g% (ce qui
impose g = 5).

I1 suffit donc, pour ces courbes-1a, de prendre I'intersection des qua-
driques PT,0, ou x est de multiplicité deux sur @, dans PT,JC, pour
retrouver la courbe C a partir de sa jacobienne.

Venons-en au probléme analogue pour les variétés de Prym. On sait
qu’on peut associer a tout revétement double étale T : C — C de courbes
lisses une variété abélienne principalement polarisée de dimension
P = gc¢ — 1, savariété de Prym. Il est alors naturel de se demander dans
quels cas le revétement double est déterminé par sa variété de Prym.

Pour des raisons de dimension d’espaces de modules, la réponse est
toujours négative pour p < S : pour tout revétement double étale, il en
existe un autre non isomorphe qui.a méme variété de Prym.

D’autre part, la construction tétragonale de Donagi ([Do], [Be 1])
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112 OLIVIER DEBARRE

montre que tout revétement étale double d’une courbe admettant un g} a
méme variété de Prym qu’un revétement d’une autre courbe (admettant
aussi un g}), en général non isomorphe au premier (cf. [De 1]). Le pro-
bléme de Torelli a donc une réponse négative en toute dimension.

Néanmoins, on sait que pour p = 6, la réponse est génériquement
oui ([Ka] pour p = 8, [Fr-S] pour p"= 6) : un revétement double étale
d’une courbe générique de genre au moins 7 est déterminé par sa variété de
Prym.

Actuellement, cependant, la seule démonstration constructive exis-
tante de ce théoréme est celle de Welters ([We 1]), qui donne, en dimen-
sion p = 16, un moyen géométrique de retrouver un revétement double
générique a partir de sa variété de Prym.

La méthode que nous allons exposer est calquée sur les principes
détaillés au début de cette introduction (théorémes de Green et de Petri) et
s’applique en toute dimension p = 7.

A tout revétement double étale « : C — C est associée une classe de
diviseurs 5 d’ordre 2. L’analogue de la courbe canonique est la courbe
semi-canonique X, image du morphisme C — PHYC, K¢ + 7)* = Péc?2
associé au systéme linéaire | K + 7| (sans point base si C n’est pas hyper-
elliptique).

Les singularités du diviseur théta de la variété de Prym associée (P, =)
sont de deux types : stables (existent toujours lorsque p = dim P =
gc — 1 = 6) ou exceptionnelles (n’existent pas pour un revétement géné-
rique). De nouveau, les cOnes tangents au diviseur = en les points singu-
liers stables x de multiplicité 2 sont des quadriques dans PT,P,
canoniquement isomorphe 4 PH(C, K. + 7)*. Ces quadriques sont de
rang au plus 6 et contiennent la courbe semi-canonique X.

On commence par déduire des résultats de [De 2] un analogue géné-
rique du théoréme de Green, en montrant que ces quadriques engendrent,
pour un revétement générique, l'espace vectoriel des quadriques contenant
X (qui est nul pour p < 5). C’est 'objet de la premiére partie. On en
profite pour montrer que génériquement, le lieu singulier du diviseur [ est
non vide de dimension p — 6 pour p = 6, réduit pour p = 6, intégre
pour p = 7, de classe de cohomologie 16é [&18.

Dans la seconde partie, on montre que génériquement, l'idéal de la
courbe semi-canonique est engendré par des quadriques pour p = 8 (il
nous suffit d’exhiber une telle courbe) : c’est I’analogue du théoréme de
Petri. Pour p = 7, on doit se contenter d’un résultat plus faible : 'inter-
section des quadriques contenant X est réunion de X et de au plus deux
points.
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Comme pour les courbes, on en déduit immédiatement le théoréme de
Torelli pour les variétés de Prym génériques de dimension p = 7. En
dimension 6, seulement 3 quadriques indépendantes de P° contiennent X,
qui ne peut donc étre déterminé par leur intersection.

Pour terminer, je voudrais signaler dans quelle mesure la méthode
employée pourrait aider a préciser le terme “‘générique” dans les énoncés
ci-dessus.

Tout d’abord, il résulte de [Gr-L] et de [Ke] que sur une courbe
lisse de genre g = 11 sans g}, les systémes semi-canoniques sont projecti-
vement normaux. Ensuite, la conjecture (3.4) de [Gr-L] affirme que si
I'index de Clifford de la courbe est au moins 4 (c’est-a-dire essentiellement
si la courbe n’a pas de gi), alors I'idéal de la courbe semi-canonique est
engendré par des quadriques, sauf si celle-ci a une trisécante. En effet, la
présence d’une trisécante, qui est équivalente 4 I’existence de deux divi-
seurs effectifs D et E de degré trois vérifiantn = D — E, empéche bien siir
la courbe semi-canonique d’étre intersection de quadriques. En particu-
lier, il est clair que I'idéal de certaines courbes semi-canoniques projective-
ment normales n’est pas engendré par des quadriques.

Les conditions imposées par la conjecture mentionnée ci-dessus sem-
blent un peu trop contraignantes, surtout si I’on a en vue la conjecture de
Donagi ([Do]) qui énonce qu'un revétement double étale d’une courbe
lisse sans g} est déterminé par sa variété de Prym. Par exemple, des métho-
des entiérement différentes m’ont permis de prouver récemment le théo-
réme de Torelli pour les variétés de Prym dans le cas particulier mentionné
ci-dessus.

Il suffirait en fait de montrer, en suivant Tjurin, que I'intersection des
quadriques contenant la courbe semi-canonique est de dimension 1 et a
une seule composante du bon degré.

Il resterait ensuite 4 montrer que les cones tangents aux points dou-
bles stables du diviseur théta engendrent I'espace des quadriques conte-
nant la courbe semi-canonique. Dans ce sens, il est encourageant de noter
que lorsque la courbe n’a pas de g}, les singularités exceptionnelles sont de
codimension >6 dans la variété de Prym : on peut donc reconnaitre a
priori les singularités stables, ce qui est indispensable puisque les cones
tangents en les singularités exceptionnelles ne contiennent pas en général
la courbe semi-canonique.

1. Cones tangents aux points doubles du diviseur théta d’une variété
de Prym. On s’est interessé dans [De 2] a la question de savoir si la
famille des variétés de Prym de dimension p est une composante de la
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sous-variété fermée suivante de I'espace des modules @, des variétés abé-
liennes principalement polarisées de dimension p :

MN,—6 = {(4, ®) € @,|dim Sing ® = p — 6}.

La méthode employée par Andreotti et Mayer dans [An-M] raméne
aussitdt ce probléme a la question suivante : pour une variété de Prym
générique (P, E) de dimension p, les cones tangents en les points doubles
de E engendrent-ils 'espace vectoriel des quadriques contenant la courbe
semi-canonique (cf. Introduction)?

Dans [De 21, on a adopté une approche un peu différente : on a pré-
féré montrer tout d’abord que la méthode d’Andreotti et Mayer peut s’ap-
pliquer sur le bord de @,, et étudier ensuite un exemple simple sur ce bord
pour conclure.

On montre dans cette section que ces deux approches sont essentielle-
ment les mémes : les résultats de [De 2] permettent de répondre affirma-
tivement a la question ci-dessus.

TrEOREME 1.1. Soit (P, E) une variété de Prym générique de
dimension p = 6. On a alors :

(i) Sing E est de dimension p — 6, de classe de cohomologie 161%]1,
intégre pour p = 7, réduit pour p = 6.

(ii) Les cénes tangents d E en ses points singuliers de multiplicité 2
engendrent un espace vectoriel de codimension 3p dans § 2TEP.

On rappelle que si (P, E) est la variété de Prym d’un revétement
double étale d’une courbe lisse C de genreg = p + 1, associé 4 I’élément
n d’ordre 2 de JC, I'espace des quadriques contenant la courbe semi-
canonique X=¢,,.5,(C) C PH*(C, wc ® n)* = PT,P est le noyau de
I'application naturelle :

S2HO(C’ wce ® T’) - HO(C’ w%)’

qui pour p = 6 et C générique, est de codimension 3p. Les quadriques
T.E, pour x € Sing,=, engendrent donc cet espace vectoriel.

B On appellera variété quasi-abélienne (de rang 1) de dimension p
toute extension G d’une variété abélienne principalement polarisée (4, ©)
de dimension p — 1 par C*. L’ensemble de ces extensions est en bijection
avec les éléments de A/Aut(A4).



SUR LE PROBLEME DE TORELLI 115

On leur associe une compactification compléte non normale G, ainsi
qu’'un diviseur ample D dans G : G est alors limite de variétés abéliennes
principalement polarisées de dimension p et D celle de leur diviseur théta
([Mu 1] pages 350-351).

On se donne maintenant une famille propre et plate p : G — U, avec
9 et U lisses, et des diviseurs D C Q et T C U, avec T lisse, tels que:

® Pour u ¢ T, (9,,, D,) est une variété abélienne principalement
polarisée de dimension p.

® Pouru €T, §,, est la compactification d’une variété semi-abélienne
G, et D, son “diviseur théta”.

Mumford introduit alors un sous-schéma 8 = Sing,.; D de D qui
satisfait entre autres a :

® Pouru¢T,8, = Sing D,

® Pouru € T, si G, est '’extension d’une variété abélienne principale-
ment polarisée A, = C?~'/Z?~' @ 7ZP! par C* associée da € CP7!, les
équations locales définissant $, au voisinage d’un point de G, sont :

f(zo,2) = 0(z,7) + z0(z —a,7) =0

)
*f(zo,z)=0 pour j=0,1,...,p — 1,
aZj

ou Z()EC*, Z:(Zl,...,Zp_l)ECp_l.

En particulier, dans ce dernier cas, 8, se projette dans A, sur
Sing(®, .0, ,), injectivement hors de Sing ©,,. Sing @, , (O, est le diviseur
thétade 4,).

Passons maintenant aux résultats de [De 2] concernant les intersec-
tions E.E, dans la variété de Prym d’un revétement générique = :
C - 6’/0, ol a est I’'élément de P associé 4 Oz (r +s — or — os)
(r,s € (~Z').

On considére une famille ® - A = {¢t € C| |t| < 1} de variétés de
Prym de dimension p — 1, ou ® est une jacobienne générique JN et &,
(t # 0) lavariété de Prym d’un revétement générique =, : C, = C,/0,. On
prend une section ¢ de ® — A vérifiant :

vt # 0a, est I'élément de @, associé a

O¢(re + s, — or, — 05,), ol r,s,€C,.
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ag est ’élément de @, associé a
Op+q—r—s), oa pgq,r,seN.

La famille d’extensions par C* associée, G — A, n’est autre que la
famille de variétés de Prym semi-abéliehnes associée 4 la famille de revéte-
ments doubles non admissibles :

deux
r, ~ 0,8, N flzplifs
5‘, b1~ q; N, ry ~ S8
s, ~ or, 91 ~ P2 s~ 13
| = }
T, TS, P ~4q r=s
ke = Ry

On a montré dans [De 2] que pour p > 7, le sous-espace analytique
8’ (8™ dans les notations de loc.cit.) de @ défini ensemblistement par :

8’ = U Sing(,.5,,,)

teA

était irréductible de codimension 5 et dominait A.

Comme on I’a remarqué plus haut, la projection de $ C G sur 8’ est
injective hors de Sing =, . Sing &, , , qui est de codimension =7 pour¢ # 0
(cf. démonstration de 7.1 de loc.cit.).

On en déduit qu’une seule composante 8° de § domine A et qu’elle est
de codimension 6 dans § Pour ¢+ # 0, 8, est irréductible de dimension
p — 6 (cf. démonstration de 6.5 de loc.cit.). Il est aussi réduit : la matrice
jacobienne correspondant aux équations f(zg, z) = (8f/9z;)(z¢, z) = 0
pourj=0,...,p — 1,est:
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0 0 v 0
0 0z — a, 1) L. 0z — a, 7)
6z1 azp—l
0z —a, 1)
azl
3%0(z, 7) ) 3%0(z — a, 7)
0z,0z; Zo 0z,0z;
00(z — a, 1)
az,,_l

Or, pour z € Sing &, C 8/, (0, z) est dans §, et le rang de cette

. . FL] . P
matrice en ce point est Rang(m (z, 1)), soit 6 pour z générique dans
Sing =, ([We 2]) : le schéma 8, est donc génériquement lisse. Etant de
Cohen-Macaulay, il est en particulier réduit.

Enfin, on a aussi considéré dans loc. cit. les applications rationnelles :

®,:8) —— p(p;')—Z

2

d
(zo, z) > [ (zo, Z)]
0z,0z; 0=ij=p—1

(@,/)#(0,0)

On a montré que I'image de ®, engendrait un espace projectif de
dimension (° ') — 2 — 3(p — 1) — 2 = N (démonstration de 7.1 de
loc.cit.), de sorte qu’il existe xg, . . . , Xy, qu'on peut supposer lisses sur
8(? , tels que :

2
Rang < L(xa),...>=N+1.

0
O<as<N aZiaZj

L’application 8° — A est lisse en les x,. On peut donc trouver des
sections x5, . . . , xyde 8 = Avalantx,, . . . , xyen 0. La dimension de
I’espace projectif engendré par les ®,(x%) est alors au moins N (en fait égale
a N). Pour ¢t # 0, 'espace projectif engendré par ®,(S,) est donc de
dimension (" ') — 1 — 3p.
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On peut maintenant faire une deuxiéme ‘“‘générisation”. Soient G,
une variété semi-abélienne de Prym générique de dimension p = 7 et
G — A une famille de variétés de Prym vérifiant :

{ Go = Gy
G:, pour t # 0, est une variété (abélienne) de Prym générique.

Il découle de ce qui précéde que le sous-schéma $ de G associé satis-
fait a :

(i) 8¢ est irréductible réduit de dimension p — 6, donc aussi 8, pour
t proche de 0, puisque ses composantes irréductibles sont toutes
de dimension au moins p — 6.

(ii) L’image de 'application rationnelle :

v,:s, -— pl3)1

2
x — [ f (x)]
0z,0z; 0=ij=p—1

engendre un espace projectif de dimension au moins
(” 3 1) — 1 — 3p (c’est vrai pour ¢ = 0 donc aussi pour ¢ proche
de 0 par le méme raisonnement que celui utilisé plus haut).

On a donc montré que pour une variété de Prym générique (P, =) de
dimensionp = 7, Sing [ était irréductible de dimensionp — 6, et que les
quadriques Q, = T, E, pour x point singulier de multiplicité 2 sur =,
engendraient un espace vectoriel de codimension 3p dans S*T§P.

Il reste a calculer la classe de cohomologie de Sing Z et a traiter le cas
p = 6. Pour une jacobiesne générique (donc aussi pour une variété de
Prym générique), la cohomologie analytique est engendrée par la classe 6
du diviseur théta ([A-C-G-H 2], Chapitre X). Il existe donc un entier »
positif tel que, pour une variété de Prym générique (P, E), on ait :

6

[Sing K] = n a

Pour calculer_n, on revient 4 notre variété semi-abélienne de Prym G,,.
La normalisée de Gy est un fibré projectif p : P(O(E,) & O(E,,)) = Py, o
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(Py, Eo) est une variété de Prym générique de dimension p — 1 ([Mu 1],
page 351). Si £ est la classe de p*E,, x celle de ©(1), on a :

(i) SiDy C Gy est le “diviseur théta” défini au début de la démons-
tration, la classe de Dy est x ([Mu 1], page 351).
(ii) La classe de 8 satisfait a4 ([De 2], Corollaire 6.8) :

2
0 -6 — —
[80].877° = 5 (p — DL

(iii) On a :

x.2P 1= (p — 1

(x — £? =0,
puisque les sections 0 et oo de p sont disjointes et de méme classe (x — £).
On a donc :
2 x®
el _ | = 0 p—6 — =~ ¢p—6
5 (p — D! = [87].¢ Ly 3

= &= £+ D

= % 6(x — £)Er! = % (p — 1)

de sorte que n = 16.

Reste le cas p = 6. On garde sans les rappeler les notations précéden-
tes. La démonstration de 6.3 de [De 2] donne encore 88 = [W,, N
Sing @] U [(—W,,) N Sing ®,] U [W,, N (=W, )]. Ces trois sous-
schémas sont disjoints, de dimension 6 et de degrés respectifs 5, S et 6
(Lemme 3.7 et Proposition 3.10 de loc. cit.). Montrons qu’ils sont réduits.

Soit C une courbe non hyperelliptique de genre S, p + g +r + s +
p’ +gq’ +r’ + s’ undiviseur canonique réduit. Les éléments de W, , N
(— W, ) correspondent aux choix de deux points parmip’, q’, 7’ ets’. Il
yen a donc 6. En ce qui concerne W, , N Sing @ et (—W, ;) N Sing O, =
a— [W,, N Sing O], la fin de la démonstration de la Proposition 3.2 de
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loc. cit. montre qu’ils sont lisses. On en déduit comme pour p = 7 le
premier point du théoréme.

Par 3.4 de loc. cit., les images des points de W, ;, N Sing O par I'ap-
plication ® définie plus haut engendrent un espace projectif de dimension
1. Celles des points de W,, N (—W, ) ne sont pas contenues dans cet
espace. On en déduit (comme pour p = 7) que pour une variété de Prym
générique (P, E) de dimension 6, les quadriques T, =, x € Sing, ¥, engen-
drent un espace vectoriel de dimension au moins 3. Cela termine la
démonstration puisque S2TFP est de dimension (6 J{ 1) = 21. ]

Remarque 1.2. Les résultats ci-dessus, joints & une extension facile
du théoréme d’Andreotti et Mayer ([An-M], [De 1], Théoréme 5.4.3)
permettent de montrer que la famille ®¢ des variétés de Prym de dimen-
sion 6 est une composante irréductible de I'’ensemble des variétés abélien-
nes principalement polarisées dont un diviseur théta a 16 points singuliers,
complétant par 1a les résultats de [De 2].

2. Construction de courbes semi-canoniques. Cette section est con-
sacrée a la construction de courbes semi-canoniques projectivement nor-
males, dont I’idéal soit engendré par des quadriques.

On aura besoin de certains complexes de Koszul étudiés dans
[Gr 2] : si X est une variété analytique compacte, L et M deux Oy-
modules inversibles, il existe des différentielles :

dy,: A’H°(X, L) ® H'X, M ® L7)

- ATH'(X, L)@ H'X, M @ Li*")
qui font de (A’H°(X, L) ® H*(X, M ® L%)),+,-, un complexe dont les
groupes de cohomologie sont notés K, ,(X, M, L) ou K, ,(X, L) lorsque
M = Ox.

Il est facile de voir qu’on a en particulier :

|L| est projectivement normal

& Vg =2 STH°X, L) » H%X, L?) est surjective

v

e Vvg =2 Ko, (X,L)=0 (K, est toujours nul).
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Dans ce cas, le systéme linéaire |L|, s’il est de plus ample, définit un

plongement ¢; : X = PH(x, L)*. L’idéal I de ¢;(X) est défini par la
suite exacte suivante de modules gradués :

0->1-SH'X,L)~ éBo H°(X, L7) - 0.
q=

On a alors :
Ki,X,L) = 1,4+/H'X, D)I,,
de sorte que :
I est engendré par ses éléments de degré 2 & vg = 2 K, ,(X,L) = 0.
On utilise une construction déja étudiée dans [De 1]. Soient B une

courbe lisse connexe de genreggetp : C — B un morphisme de degré 2 de
ramification A lisse sur B. On a alors :

P+xOc = 0p & Op(—9)

avecdeg 6 = gc — (2gp — 1) et A € |25].
Pour toute décomposition A = A’ + A” avec deg A’ et deg A”
pairs, il existe des diviseurs 6’ et 8” sur B vérifiant :

A’ e |267], A" € (26", 6=46"+6".

SionposeR’ = %p*A’ etR” = %p*A ”, la classe de diviseurs n =
[R" — p*6’'] = [R” — p*8"] est d’ordre 2 sur C. Les revétements dou-
bles associés 7 : C = C ainsi obtenus sont exactement ceux pour lesquels
le groupe de Galois du morphisme composé p : C - Best isomorphe a
(Z/2)%, de sorte qu'on a un diagramme commutatif :
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avec

P+9¢c = 05 ® Op(—8’) Ramp’ = A’
PuOc = 05 ® Op(—56”) Ramp” = A”.

La courbe C est classiquement construite comme diviseur dans la
surface réglée P(Op ® Op(—6)) mais il est plus avantageux pour nous de
la considérer dans :

S =POG)® 06") > B

(on passe de I'un 4 I'autre point de vue par des transformations élémentai-
res). Plus précisément, on note B’ (resp. B”) la section de p associée au
sous-fibré O(8") (resp. O(8”)) de O(8’) ® O(8”) et s’ (resp. s”) une sec-
tion de Og(B’) (resp. O5(B”)) de diviseur B’ (resp. B”). On a alors :

Bl/ E Bl +p*(6/ J— 6”)
BIZ — _BIIZ — deg(all — 6/)

B'.B”" = 0.

La courbe C est I'élément de |2B’ + p*A’| = |2B” + p*A”|
d’équation s”%p*sy. — s'?p*s,., ol divsy = A’ et divsyr = A”. La

figure est :

R~ ,
AN B

£~ N B

A’ A’
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La classe de diviseurs ) = R’ — p*§’ = R” — p*8” sur C provient
d’une classe de diviseurs sur S :

n=(B" — p*’')|c = (B’ — p*")|c.

Le systéme semi-canonique |K¢ + 75| est la restriction a C du sys-
téme linéaire suivant sur S :

H=B' +p*Ky +8)=B" + p*Ky + 8").

On a enfin :

H'S,H) 3 HYC,K¢c + 3) = p*H(B,L")s” & p*H°(B,L")s’

avec
L' = 05(Kp+6’) et L” = Op(Kg + 6”)
(cf. [De 1], Lemme 5.4.1).

La courbe semi-canonique X = ¢+, (C) est donc contenue dans la
surface réglée L = ¢ (S) :

Pg,,+deg6’ -2

Peatdegs”—2

pp—

¢1(B)
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Onap,OmH) = S"(L’ & L"), de sorte que I'idéal de L est le noyau
de I'application naturelle :

SH’B,L’)® H'B,L")) — gi H°B,L7 @ L"F).
Js

En ce qui concerne I'idéal I de la courbe X, la situation est la sui-
vante :

(i) En degré pair 2n, on a :

H'(C, 2n(K¢c + 9) = p*HO(B, 2n(Kg + 6))
® p*H°(B, 2n(Kp + &) — d)s,
avecs = s's”.

La partie I,, de degré 2n de I est la somme des noyaux des morphis-
mes suivants :

of. ,9"30 S*H'L') @ S* *HL")) — H'Qn(K 5 + 5))

ui* - .u2’k® ul”. cee 'u2”n—2k

= uf - ugeshoful - ugp_nsh
_ n—1 N
P - keio S*THOWL) @ S2"‘2*“H°(L”))—>H°(2n(KB + 6) — 6)

it v Uk @ ult Ukt
P> uf « o uderrsh ¥ T ul s udy sk
(ii) En degré impair 2n + 1,o0n a:
H°(C, 2n + 1) K¢ + n) = p*HB, 2n(Kg + 8) + Kz + 6')s”

® p*H°(B, 2n(Kp + 8) + Kp + 8”)s’,
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et 1,1, est la somme des noyaux de :
p2,n+1 ) (SZkHO(L,) ® SZn—2k+1H0(Ln))
k=0

—>H°(2n(KB + 6) + Kg +6')
’
Uit o cuze @ ui't ottt Uy gk
> P wie gyt Mk, ” k
Uy UkSpar UL Un—2k+15A"s

et du morphisme pj, ., défini de fagcon analogue.

ProposITiON 2.1. La courbe X C P22 construite plus haut est
projectivement normale dans chacun des cas suivants :

(i) deg 6’ = 3 et degd” = 3.

(i) gp = 2,deg 6’ = 2,deg6” = 3etd’ + gh.

(i) gp =2, degd’ =1, degd” =3, H’')=0 et
8" + gh+ 4.

(iv) gp = 2,degé’ =1,deg 6” =2, H’S’) = H’” — 6') =0,
8" # ghet A" générique dans 126" |.

B Comme on I’a rappelé plus haut, il suffit de montrer que les grou-
pes Ko ,(C, H) sont nuls pour g = 2. Comme h°(C,Kc— H) =0, le
théoréme 2.c.10 de [Gr 2] entraine qu’ils sont nuls pour g = 3. Il reste &
étudier la surjectivité de :

S*H'(C, K¢ + ) = H(C, 2K (),
c’est-a-dire celle de :
o3 : S?H°(B, L") ® S’H°(B, L") —> H°(B, 2K + 26)
(u"v',u”'v”) | > u,V/SA” +u”V”SA'
et

p2 :H'B,L')® H'B,L")— H°B,L’ ® L").
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Le morphisme p; est surjectif pour degdé’ = 2 et degé” = 3
([Gr 2], Corollary 4.e.4, page 163).

Lorsque gz = 2 et deg ' = 1, le systéme linéaire |L’| est un pin-
ceau, sans point base si H(8’) = 0. Le noyau de p; est alors isomorphe a
H@’ — 6”), qui est de dimension deg 8” — 2 sous nos hypothéses. On
en déduit : -

Rang p; = 2(deg 6” + 1) — (degé” — 2) = h°(L’ & L"),
de sorte que p; est surjective.

Il reste 4 étudier p3. Lorsque deg 6’ = 3 et deg 6” = 3, I'image de
o3 est aussi celle de ([Mu 2], [Gr 2]) :

a:HB,L'*)® H'(B,L"*) — H'B, 2K + 25)
W ,u”) —> u'spy + u’sy,,
dont le noyau est, puisque A’ N A” =0, isomorphe a
H°B, L'*(—A")) = H%B, 2K ). La surjectivité de «, donc celle de p},
résulte alors d’un simple compte de dimensions.

Lorsque g = 2 et deg 6’ = 2, ¢, .(B) est une quartique dans P? si
8’ # gh. L’application naturelle :

SZHO(L /) - > HO(L /2)
Q F— Q’,
est alors injective de corang 1.

Comme H°(L'(—A’)) = 0, les quatre points de ¢,(A’) ne sont pas
alignés, de sorte que ’espace vectoriel V' des coniques nulles sur ¢;-(A’)
est de dimension 2.

Lorsque de plus deg ” = 3, I'image de p?} est aussi celle de :

B:S’H(B,L') ® H°(B,L"*) — H'(B, 2K + 28)
@ v',Q") > Q'spy» + Q"sar.

Le noyau de 3 s’envoie surjectivement par la premiére projection sur
V’. Ce morphisme est trivialement un isomorphisme, de sorte que le
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noyau de (3 est de dimension 2. On en déduit la surjectivité de 3 donc celle
de p3.

On raisonne de la méme fagon lorsque gz = 2, degé’ =1 et
deg 6” = 3: si HY(L'(—A’)) = 0 (c’est-a-dire H°(5’) = 0), on a
dim V' = 1 et dim Ker 8 = 1, ce qui entraine la surjectivité de 8 donc
celle de p3.

Lorsque gp =2, degdé’ =1 et degd” =2, on a encore
dim V' = 1 (puisque H°(8’) = 0), engendré par Q¢. On peut écrire
Q¢ = ugvgsar avec ug, v{ € H%g;). Pour tout élément (Q], Q”) de
Ker p}, on a alors Q” = —u{v{s,-, de sorte que la conique Q" appar-
tient au pinceau de?coniques passant par les quatre points de div(xgvg)
sur la quartique ¢;-(B) (6" # gi).

Pour ', A’ et 6” fixés, les ‘“mauvais” A” (ceux pour lesquels
Ker p} # 0, c’est-a-dire ceux pour lesquels il existe une conique contenant
A" et div(ugvg)) forment donc une sous-variété de dimension 1 de
|26” | = P Sion choisit A” en dehors de cette sous-variété, p3 est injectif
donc surjectif. |

On en vient maintenant au résultat principal de cette section.

THEOREME 2.2. La courbe X C P2 construite plus haut est pro-
Jectivement normale et son idéal est engendré par des quadriques dans
chacun des cas suivants :

(i) deg 6’ = 4, degé6” = 4.
(ii) gp = 2, deg 6’ = 3,deg 6” = 3 et d’, 8" génériques.

B Comme on I’a rappelé plus haut, il suffit de montrer que les grou-
pes K ,(C, H) sont nuls pour g = 2. Le théoréme de dualité 2.c.10 de
[Gr 2] entraine leur nullité pour g = 3.

Il suffit donc de montrer que I, somme des noyaux de :

pi:SPH(L")® [H'(L")® S’H(L')] —> H°(3Kp + 36’ + 26”)
(u”.vll.wll,t” ® ul.vl) | > u”V”W”SA/ +t”ulvlsA”

et du morphisme analogue p3 (avec L’ et L” interchangés) est engendré

par I, comme H°(L’) @ H°(L”)-module.

On suppose deg 6’ = 3etdeg6” = 3.
Soita = (C”, Zu;”® Q/)un élément du noyau de p3. La cubique C”
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est “nulle sur A”” : son image C” € HO(L"3) est dans H°(L"3(—A")).
Puisque deg L” = 2gp + 1, I'application naturelle :

H'L") & H'L"(—A") — H'L"(—A"))
est surjective ([Gr 2], Corollary 4.e.4: page 163). On peut donc écrire :
C” =Lu® rsy avec r e H'(L"X(—A")) = H°(2Kp).
Comme (r;55» — 7:54) € Ker p3C I, 0ona:
a=Lu’® (rsa + Q) (mod I,)
eH'L") ® S*H'(L").
On pose alors, pourg > 0 :

I,, = Ker [H'(L") ® STH'L" ® L'9)].

Les propriétés suivantes sont vérifiées :
Il,l = Ker p;C 12
Lu/® (rsa + Q) el

(1, = HO(L')-Im] A4 K1,1(B,L”,L') =0

Il nous suffit donc maintenant de montrer ’annulation de ce dernier
groupe de cohomologie pour terminer la démonstration du fait que Ker p3
est engendré par I, comme H°(L’) ® H°(L”)-module. Il en sera alors de
méme pour Ker p3, donc aussi pour I; = Ker p; @ Ker p5. La démons-
tration du théoréme sera donc terminée.

Par le théoréme de dualité 2.c.10 de [Gr 2], le groupe K (B, L",
L") est isomorphe au dual de Koz)—31(B, wpg ® L” ', L"), qui est nul
par Theorem 3.a.1 de loc. cit. si :

Pws® L”7'® L') < h°L’) — 3,
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ce qui est équivalent, par le théoréme de Riemann-Roch, a :
K" — 8') < degd” — 3.

Si cette condition n’était pas réalisée, 6” — &’ serait alors spécial et
on aurait par le théoréme de Clifford :

1
deg 6” — 3 < %" — &) < E(deg 6” — degd’) +1

soit deg 6’ + deg 6” < 8.

Ceci ne peut se produire, sous nos hypothéses, que dans le cas (ii) de
I’énoncé du théoréme. Mais on a alors H°(6”) # Oet, 4 6’ fixé, pour 6"
générique :

R(wp® L"7'® L) = h°(L'(—8"))
< max(0, B°L’) — deg 6”) < K°(L’) — 3.

Le groupe K;;(B, L”, L') est donc toujours nul sous nos hypothéses, ce
qui termine la démonstration du théoréme. |

Des arguments standards de semi-continuité permettent de montrer
que 'ensemble des courbes semi-canoniques X projectivement normales
(resp. projectivement normales et dont 'idéal est engendré par des qua-
driques) est un ouvert. Cet ouvert est non vide pour gx = 6 : dans la pro-
position 2.1, on a gx = deg 6’ + deg 6” + 2gp — 1 et il suffit de
prendre gp = 2; deg 6” = 3etdegd’ =1,2,...,oudegd” = 2et
deg 6’ = 1 (resp. non vide pour gx = 9 : dans le théoréme 2.2, on peut
prendre gp = 2,deg 6” = 3etdegdé’ = 3,4,...). Onadonc:

COROLLAIRE 2.3.  Soit X C P&~ 2une courbe semi-canonique géné-
rique. Alors, pour gx = 6, elle est projectivement normale et pour
gx = 9, son idéal est engendré par des quadriques.

On rappelle que le fait pour X d’étre projectivement normale équivaut
a l'injectivité de I'application tangente a I'application ‘“‘Prym” qui 4 un
revétement double associe sa variété de Prym (de dimensiongy — 1) : on
retrouve le fait déja connu que c’est le cas si et seulementsigy — 1 = §
([Be 2]).
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Lorsque gx = 6 (resp. gx = 7), on a X C P* et dim I,(X) = 0
(resp. X C P3et dim I,(X) = 3) : I'idéal de X ne peut étre engendré par
des quadriques dans ce cas. Le casgx = 8 reste ouvert (notre construction
ne permet pas de conclure dans ce cas, comme le montre le théoréme 2.4).

On va maintenant étudier la courbe semi-canonique X construite pré-
cédemment, dans le cas g = 2, deg 8’ = 2 et deg 6” = 3. On est alors
dans P* et la situation est :

B’ (de degré 4)

P o~ - -
- - -

! %
AL

U P’ =p3
B” (de degré 5)

L’espace des quadriques contenant X est somme de :

(i) Ker[p7 : H'(L')® HL") = H(L' ® L")], qui est de dimen-
sion 4. Ces quadriques contiennent P’, P” et L.

(ii) Ker[p} : S’H(L’) ® S*H°(L") = H°2K + 26)], qui est de
dimension 3.

En particulier, I'intersection schématique QX des quadriques conte-
nant X ne peut étre égale & X puisque sa restriction 4 P” est définie par au
plus trois équations de degré deux, tandis que X N P” = A” est com-
posé de six points (réduits). De fagon précise, on a :
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THEOREME 2.4. Soient B une courbe lisse de genre 2et X C P®la
courbe semi-canonique de genre 8 construite ci-dessus avec deg 6’ = 2,
8" # g,,degd” = 3et H'(S” — ') = 0.

Alors l'intersection schématique QX des quadriques contenant X est
réunion de X et de deux points situés hors de X.

B On commence par étudier I'intersection QX des quadriques cor-
respondant au noyau de p;.

Soient p’ un point de P’ et (x¢, x{, x5) des coordonnées sur P’ (c’est-
a-dire une base de H(L ")) telles que p’ soit le point (0, 0, 1). Tout élément
de Ker p; s’écrit :

Q = x4l + x{l{" + x3l7,

ou lg, I{, Iy sont des formes linéaires sur P”. Considérons I’espace vecto-
riel engendré par les /5 lorsque Q décrit Ker p;. S’il est de dimension <3,
un des éléments de Ker p; s’écritx¢ly + x{l{, ce qui n’est possible, lors-
que H°(6” — &’) = 0, que si div(x{) et div(x{) ont un point commun
(qui est alors p’). On a donc montré (lorsque H 06” —86')=0):

* Sip’ ¢ B’, dim{ly} = 4 et I'intersection de QX ™ avec I’espace
projectif engendré par p’ et P” est réunion de {p’} et de P".

* Sip’ € B’, dim{ly} = 3 et cette méme intersection est réunion de
P” et d’'une droite passant parp”’.

Il s’ensuit que I'intersection QX est ensemblistementP’ U P” U T
et qu’elle est réduite sur P’ — B’.

Soitp’ un point lisse de B’, p” le point correspondant de B”, de sorte
que la droite {(p'p” ) est contenue dans I.

Une des quadriques de Ker p; s’écrit alors :

Q = xglg + x{l{ avec xg¢(p’) =x{(p’) =0,
et il est facile de voir que I’espace tangent de Zariski a QX est de dimen-
sion 2 en un point quelconque de {p’p” ) (autre que p’ et p”) si et seule-
ment si on n’a pas I[g(p”) = I{/(p”) = 0.
Si ¢a n’était pas le cas, on poﬁrrait écrire :

divx{ = p + D,

divx{ = p + D,
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o (p) =p’.

Comme Dy N D; = @ (puisque p’ est lisse sur B’), on aurait alors
D, = div l§. Comme [{ est nulle en p,’on aurait aussi divx, < div /¢, ce
qui est absurde puisque H°(8” — §’) = Oetly # 0.

On a donc montré que QX est génériquement réduit sur £, donc
réduit sur L — P” puisqu’il y est de Cohen-Macaulay. On montre par les
mémes méthodes que QX est réduit le long de P”.

Une base de Ker p} est du type {(0, Q¢), (Q{, Q1), (Q3, Q7)}. L’in-
tersection de QX ™ avec la premiére de ces quadriques est réunion des
surfaces P’, Qg et I (de degrés respectifs 1, 2 et 9). L’intersection de L
avec la seconde est une courbe de degré 18. On rappelle que sur la surface
S (désingularisation de ), on a :

C = 2H — p*2Kp.
Cette courbe de degré 18 est donc réunion de X (de degré 14) et des

quatre droites :

pi, P, i, w1, g1, g1, <1q{, 1q{"
Ql’"B” :AII +p1”+l,pl”+q1”+l,ql”

. . . 1
1 est I'involution de B associée au g,.
Cela provient aussi du fait qu’on a les égalités :

i=1,2 Q/ = uvisy e H'L'? divu; = p; + p;
Q/ = —u;visa» € H'IL"?) divv; = q; + ;.

Les faits suivants permettent alors de conclure :

(i) Le pinceau {u v, u,v,} est sans point base, puisque I'intersec-
tion des deux coniques Q{ et Q; est exactement les quatre points de
oL (A7),

(ii) L’intersection QX est, schématiquement, la réunion de X et de

{-Qf Q7 C P”.Eneffet, dans P’ c’'est Q{- Q; = ¢y (A')etc’est X
dans I (utiliser i)).
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(iii) L’intersection Q¢ - Q1 - Q7 est de dimension 0 et consiste en la
réunion de A” et de deux points hors de B”. Supposons en effet que cette
intersection ait une composante de dimension 1. Par i), on a alors
F-B” = A” et on peut supposer p{, ip{, q{, 1g{ ¢ F. Comme A” n’est
pas contenu dans un plan, on a deg F = 3. L’intersection Q¢ - Q{ est une
courbe de degré 4 contenant p{’, p{, q{, «q{ et F. On en déduit que p{,
wp{, g1 et g sont alignés donc que 2 < h°%(L"(—2g,)) = h°(6" — g3),
ce qui est impossible. L’intersection Q¢+ Q1 - Q5 est donc composée de 8
points dont ceux de A”. Les deux autres ne sont pas sur B” par i).
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