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Chapitre 1

Algèbre multilinéaire

1.1 Caractéristique d’un corps

Soit F un corps. On a une application naturelle

i : Z → F
n 7→ n.1F

qui est un morphisme d’anneau. Son noyau Ker(i) est idéal de Z, il est donc de la forme

Ker(i) = cZ

pour c ∈ N. On en déduit par passage au quotient un morphisme injectif d’anneau

i : Z/cZ → F
n 7→ i(n) = n.1F

,

ainsi Z/cZ s’identifie au sous-anneau Im(i) = Im(i) de F, en particulier il est intègre. Ceci
implique que c est soit nul, auquel cas i est injectif et F contient Z (identifié à Im(i)), donc
il contient son corps des fractions Q, ou bien que c est un nombre premier p ∈ P (où P est
l’ensemble des nombres premiers), auquel cas F contient le corps Z/pZ. L’entier c s’appelle la
caractéristique de F et on le notera car(F). On vient de démontrer :

Proposition 1.1.1. La caractéristique de F est soit nulle, soit un nombre premier. Si car(F) =
{0} alors F est une extension de Q (par exemple Q, R ou C). Si car(F) = p ∈ P, alors F est
une extension de Z/pZ (par exemple n’importe quel corps fini Fq avec q une puissance de p).

1.2 Formes multilinéaires

Définition 1.2.1. Soit V un F-espace vectoriel et n ≥ 1, on dit que

φ : V n → F

est une forme multilinéaire (ou n-linéaire) si pour tout i = 1, . . . , n et tout

xi = (v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn)

dans V n−1, l’application

φxi : v 7→ φ(v1, . . . , vi−1, v, vi+1, . . . , vn)

de V dans F est linéaire.
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Notation 1.2.1. On note Multn(V ) l’ensemble des formes multilinéaires de V n dans F, c’est
un F-espace vectoriel pour les lois évidentes.

En particulier si φ est multilinéaire on a pour I1, . . . , In des ensembles d’indices finis disjoints :

φ(
∑
i1∈I1

λi1vi1 , . . . ,
∑
in∈In

λinvin) =
∑

(i1,...,in)∈I1×···×In

λi1 . . . λinφ(vi1 , . . . , vin).

La propriété suivante en découle, elle est fondamentale :

Soit (e1, . . . , ed) une base de V . Deux applications f et g dans Multn(V ) sont égales
si et seulement si

f(ei1 , . . . , ein) = g(ei1 , . . . , ein)

pour (i1, . . . , in) ∈ [1, d]n.

Exemple 1.2.1. L’application "produit" de Fn dans F définie par

π(x1, . . . , xn) =
n∏
i=1

xi

est une forme multilinéaire.

Exemple 1.2.2. Si V = Fn, pour x = (v1, . . . , vn) dans V n on pose

M(x) = (v1| . . . |vn) ∈Mn(F).

Alors l’application
Det : (v1, . . . , vn) 7→ det(M(x))

est une forme multilinéaire.

Soit Sn le groupe symétrique des permutations de {1, . . . , n} et ε : Sn → {±1} ⊂ F∗ le
morphisme signature. Pour σ dans Sn, dans l’exemple 1.2.1, on constate que

π(xσ(1), . . . , xσ(n)) = π(x1, . . . , xn),

on dira que π est symétrique, dans l’exemple 1.2.2 on a

Det(vσ(1), . . . , vσ(n)) = ε(σ)Det(v1, . . . , vn),

on dira que Det est antisymétrique.

Définition 1.2.2. Soit V un F-espace vectoriel, n ≥ 1, et φ : V n → F est une forme multili-
néaire. Si pour tout (v1, . . . , vn) dans V n et σ dans Sn on a

φ(vσ(1), . . . , vσ(n)) = φ(v1, . . . , vn)

on dit que φ est symétrique, et si on a

φ(vσ(1), . . . , vσ(n)) = ε(σ)φ(v1, . . . , vn)

on dit que φ est antisymétrique.
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Soit (e1, . . . , ed) une base de V . Deux applications f et g dans Symn(V ) sont égales
si et seulement si

f(ei1 , . . . , ein) = g(ei1 , . . . , ein)

pour 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ in ≤ d.

(En effet on peut toujours réordonner les indices de manière croissante via l’action d’un
élément de Sn).

Notation 1.2.2. On note Symn(V ) le sous-espace vectoriel de Multn(V ) des formes symétriques
et Antn(V ) le sous-espace vectoriel de Multn(V ) des formes antisymétriques.

On remarque puisque les transpositions (qui sont de signature −1) engendrent Sn, une forme
multilinéaire φ : V n → F est symétrique (resp. antisymétrique) si et seulement si φ(vτ(1), . . . , vτ(n)) =
φ(v1, . . . , vn) (resp. φ(vτ(1), . . . , vτ(n)) = −φ(v1, . . . , vn)) pour n’importe quelle transposition
dans Sn. Il suffit même de prendre τ de la forme (i, i + 1) puisque l’ensemble {(i, i + 1), i =
1, . . . , n− 1} engendre Sn.

Définition 1.2.3. On dit qu’une forme multilinéaire φ : V n → F est alternée si φ(v1, . . . , vn) =
0 dès qu’il existe i 6= j tels que vi = vj.

Proposition 1.2.1. Une forme multilinéaire alternée est toujours antisymétrique.

Démonstration. Soit (v1, . . . , vn) ∈ V n. On considère la transposition τ = (i, j) ∈ Sn avec i < j.
Alors

0 = φ(v1, . . . , vi−1, vi + vj , vi+1, . . . , vj−1, vi + vj , . . . , vn) =

φ(v1, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , vj−1, vi, vj+1, . . . , vn)+φ(v1, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , vj−1, vj , vj+1, . . . , vn)

+φ(v1, . . . , vi−1, vj , vi+1, . . . , vj−1, vi, vj+1, . . . , vn)+φ(v1, . . . , vi−1, vj , vi+1, . . . , vj−1, vj , vj+1, . . . , vn)

= φ(v1, . . . , vn) + φ(v1, . . . , vi−1, vj , vi+1, . . . , vj−1, vi, vj+1, . . . , vn)

donc
φ(vτ(1), . . . , vτ(n)) = −φ(v1, . . . , vn).

Soit (e1, . . . , ed) une base de V . Deux applications f et g dans Altn(V ) sont égales
si et seulement si

f(ei1 , . . . , ein) = g(ei1 , . . . , ein)

pour 1 ≤ i1 < · · · < in ≤ d.

(En effet on peut toujours réordonner les indices de manière croissante via l’action d’un élé-
ment de Sn, de plus f(ei1 , . . . , ein) = g(ei1 , . . . , ein) = 0 si deux indices sont égaux).

Attention. Lorsque car(F) = 2 on constate qu’il n’y a pas de différence entre une forme
multilinéaire symétrique et antisymétrique car −1 = 1. En particulier il existe des formes an-
tisymétriques (ou de manière équivalente symétriques) qui ne sont pas alternées. Par exemple
l’application π de l’exemple 1 est symétrique donc antisymétrique, mais elle n’est clairement pas
alternée : π(1, . . . , 1) = 1 6= 0.

Proposition 1.2.2. Si car(F) 6= 2, une forme multilinéaire antisymétrique est alternée.
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Démonstration. Soit φ : V n → F multilinéaire antisymétrique. Suppposons (v1, . . . , vn) ∈ V n

avec vi = vj pour i < j. On pose τ = (i, j). Alors

φ(vτ(1), . . . , vτ(n)) = −φ(v1, . . . , vn)

par antisymétrie mais aussi

φ(vτ(1), . . . , vτ(n)) = φ(v1, . . . , vn)

car vi = vj , d’où
2φ(v1, . . . , vn) = 0

et donc
φ(v1, . . . , vn) = 0

puisque car(F) 6= 2.

Ainsi si car(F) 6= 2, on a
Altn(V ) = Antn(V )

et on voit immédiatement que

Altn(V ) ∩ Symn(V ) = {0}

c’est à dire que Altn(V ) et Symn(V ) sont en somme directe dans Multn(V ) (sans être nécessai-
rement supplémentaires l’un de l’autre, i.e. en général Multn(V ) 6= Symn(V ) ⊕ Altn(V )). Pour
n = 2 on a Mult2(V ) = Sym2(V )⊕ Alt2(V ) car tout élément f ∈ Mult2(V ) s’écrit f = fs + fa
avec fs(v, w) = 1

2 [f(v, w)+f(w, v)] et fa(v, w) =
1
2 [f(v, w)−f(w, v)], de sorte que fs ∈ Sym2(V )

et fa ∈ Alt2(V ).

1.3 Produit tensoriel et extérieur dans le cadre des formes mul-
tilinéaires

1.3.1 Formes multilinéaires et produit tensoriel

Soient fi ∈ Multni(V ) pour i = 1, . . . , r, alors on définit l’application f1 ⊗ · · · ⊗ fr par

f1 ⊗ · · · ⊗ fr : V
∑r

i=1 ni ' V n1 × · · · × V nr → F
(w1, . . . , wr) 7→ f1(w1) . . . fr(wr)

.

Il est immédiat que
f1 ⊗ · · · ⊗ fr ∈ Mult

∑r
i=1 ni(V ).

Attention même si F est commtatif en général

fσ(1) ⊗ · · · ⊗ fσ(r) 6= f1 ⊗ · · · ⊗ fr

pour σ ∈ Sr.

Exemple 1.3.1. On a défini π ∈ Multn(F) dans l’exemple1.2.1. Par définition

π = IdF ⊗ · · · ⊗ IdF.
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Théorème 1.3.1. Supposons V de dimension d. Soit (φ1, . . . , φd) une base de V ∗ = HomF(V,F),
alors l’ensemble

(φi1 ⊗ · · · ⊗ φin)(i1,...,in)∈[1,d]n

est une base de Multn(V ), en particulier

dim(Multn(V )) = dim(V )n.

De plus si on note (e1, . . . , ed) ∈ V n la base duale de (φ1, . . . , φd) et qu’on décompose f ∈
Multn(V ) sous la forme

f =
∑

(i1,...,in)∈[1,d]n
λi1,...,inφi1 ⊗ · · · ⊗ φin

alors
λi1,...,in = f(ei1 , . . . , ein).

Démonstration. Soit f ∈ Multn(V ), comparons f à

g =
∑

(i1,...,in)∈[1,d]n
f(ei1 , . . . , ein)φi1 ⊗ · · · ⊗ φin .

Par propriété des bases duales on a

φi1 ⊗ · · · ⊗ φin(ej1 , . . . , ejn) =
n∏
i=1

δjkik = δ
(j1,...,jn)
(i1,...,in)

et on en déduit que
g(ej1 , . . . , ejn) = f(ej1 , . . . , ejn)

donc f et g sont égales. Toutes les assertions de l’énoncé découlent de cette observation.

Il est immédiat de voir que si f1, f2 et f3 sont des formes multilinéaires sur V n1 , V n2 et
V n3 alors f1 ⊗ (f2 ⊗ f3) = (f1 ⊗ f2)⊗ f3.

Exemple 1.3.2. Si f ∈ Mult2(V ) avec V de dimension d. On note A = (ai,j)i,j=1,...,d la matrice
de f dans la base (e1, . . . , ed) de V (i.e. ai,j = f(ei, ej)). Alors f =

∑
i,j=1,...,d ai,je

∗
i ⊗ e∗j .

1.3.2 Formes alternées et produit extérieur

On rappelle que si A = (ai,j)i,j=1,...,n ∈Mn(F), alors

det(A) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)

n∏
i=1

ai,σ(i),

et que le déterminant est une forme multilinéaire alterné en les colonnes de A.

Définition 1.3.1. Si (f1, . . . , fr) ∈ V ∗r et (v1, . . . , vr) ∈ V r on pose

f1 ∧ · · · ∧ fr(v1, . . . , vr) = det[(fi(vj))i,j=1,...,r].

Proposition 1.3.1. Pour (f1, . . . , fr) ∈ V ∗r on a f1 ∧ · · · ∧ fr ∈ Altr(V ).

Démonstration. La multilinéarité découle de la linéarité des fi et de la multilinéarité du déter-
minant en ses colonnes. Le caractère alterné découle du caractère alterné du déterminant.
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Notons aussi que si σ ∈ Sr on a pour (f1, . . . , fr) ∈ V ∗r

fσ(1) ∧ · · · ∧ fσ(r) = ε(σ)f1 ∧ · · · ∧ fr

et la quantité f1∧ · · ·∧fr est linéaire en chaque variable et alternée dans le sens où elle est nulle
si fi = fj pour i 6= j. On a :

Théorème 1.3.2. Soit V un F-espace vectoriel de dimension d ≥ 1. Alors Altr(V ) = {0} si
r > d, et il est de dimension

(
d
r

)
si r ≤ d. Si r ≤ d, soit (e1, . . . , ed) une base de V et (e∗1, . . . , e

∗
d)

sa base duale. Alors la famille (e∗i1∧· · ·∧e
∗
ir
)1≤i1<···<ir≤d est une base de Alt

r(V ), et si f ∈ Alt(V )
alors

f =
∑

1≤i1<···<ir≤d
f(ei1 , . . . , eir)e

∗
i1 ∧ · · · ∧ e

∗
ir . (1.1)

Démonstration. Si r > d et que f ∈ Altr(V ) on a f(ei1 , . . . , eir) = 0 car forcément deux indices
ik et il sont égaux pour k 6= l donc f est nulle. Sinon il suffit de montrer la formule 1.1. On
remarque que les deux côtés de l’équation sont r-linéaires alternés. Il suffit donc de les comparer
sur (ej1 , . . . , ejr) pour toute suite 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ d. Or si I := 1 ≤ i1 < · · · < ir ≤ d
est différente de J := 1 ≤ j1 < · · · < jr ≤ d il existe jl0 qui n’est pas un ik et la matrice
EI,J = (e∗ik(ejl))k,l=1,...,r a sa l0-ème colonne nulle, donc

e∗i1 ∧ · · · ∧ e
∗
ir(ej1 , . . . , ejr) = det(EI,J) = 0.

Par contre si I = J , alors EI,J = Ir et donc

e∗i1 ∧ · · · ∧ e
∗
ir(ei1 , . . . , eir) = det(EI,I) = 1.

La formule en découle.

On peut alors étendre la définition du produit extérieur.

Définition 1.3.2. Pour f ∈ Alta(V ), g ∈ Altb(V ) on pose

f ∧ g =
∑

1≤i1<···<ia≤n

∑
1≤j1<···<ja≤n

g(ei1 , . . . , eia)f(ej1 , . . . , ejb)e
∗
i1 ∧ · · · ∧ e

∗
ia ∧ e

∗
j1 ∧ · · · ∧ e

∗
jb
.

Ainsi
f ∧ g ∈ Alta+b(V ).

On peut vérifier que cette définition ne dépend pas du choix de la base (e1, . . . , ed) et qu’en
fait en posant

Sa,b = {σ ∈ Sa+b, σ(1) < · · · < σ(a) et σ(a+ 1) < · · · < σ(a+ b)},

on a la formule indépendante de (e1, . . . , ed) :

f ∧ g(v1, . . . , va, wa+1, . . . , wa+b) =
∑

σ∈Sa,b

ε(σ)f(vσ(1), . . . , vσ(a))g(wσ(a+1), . . . , wσ(a+b)).

On vérifie facilement en utilisant la définition que si f, g et h sont dansAlta(V ), Altb(V ), Altc(V ),
alors

(f ∧ g) ∧ h = f ∧ (g ∧ h).

Toujours en utilisant la définition la quantité f ∧ g est linéaire en chaque variable et vérifie
g ∧ f = (−)abf ∧ g.
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