14/01/2026 L2 Math
Université Paris Cité Réduction des endomorphismes

Controle final

Les exercices sont indépendants. Les documents, calculettes et téléphones sont interdits. La
qualité de la rédaction sera prise en compte.

Exercice 1. Considérons le groupe symétrique Sy. Soient 7 € Sy et
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Décomposer o en produit de cycles a supports disjoints.
Quelle est la signature e(o) de o ?

Quel est l'ordre de 7o ?
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Ecrire 707! comme produit de cycles & supports disjoints.
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Existe-t-il p € S7 tel que p? = To71?
6. Existe-t-il p € S7 tel que p? = To7717?

Exercice 2. Soient a1, ag, as, by, ba, b3 € C. Soit u : C> — C3 I'endomor-
phisme dont la matrice dans la base canonique est

al + bl b1 b1
M = by as + by by , de polynoéme caractéristique Pjy.
bg bg as + b3

1. Calculer le déterminant de M.

2. Supposons a1 = as = a3 = a. Posons b = by + by + bs.
En déduire que Py(X) = (a — X)?(a + b — X).
Déterminer les sous-espaces propres de u.
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Déterminer les sous-espaces caractéristiques de wu.
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Donner une base de trigonalisation de wu.
Si a = 0, calculer M?.

Si a = 0, calculer M™ pour n entier > 0.

—
— D

Calculer M™ pour n entier > 0.

Si de plus b = 0, M est-elle diagonalisable ?

3. Supposons que a; = —by, ag = —by, ag = —bs. Soit N € M3(C) de
polynoéme caractéristique Py .
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(a) A quelle condition M est-elle inversible ?

(b) Déterminer alors M !,

(c) Calculer Pyy.
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(e) Si N est de trace nulle, montrer qu'’il existe by, by, b3 € C tels que
Py = Py

Si Py = Py, montrer que N est de trace nulle.



