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La formule du nombre de classes

1. Séries de Dirichlet

Une série de Dirichlet est une série de la forme

Qn

ns’
n>1

ou (ay),>1 une suite de nombres complexes (on s’accordera a dire que ce sont les coefficients
de la série) et s est une variable complexe.

Ces fonctions jouent un grand role en théorie des nombres, ou elle apparaissent parfois
sous la forme d’un produit eulerien, c’est-a-dire un produit infini de la forme

ou p parcourt les nombres premiers et P, est un polynome de coefficient constant égal
a 1. On retrouve une série de Dirichlet en développant un tel produit. Lorsqu’on a
affaire a un produit eulerien, on est parfois amené a le “compléter” en ajoutant un facteur
correspondant a la place a 'infini de Q (voir plus bas).

Plus généralement on appelle produit eulerien (relatif & un corps de nombres K) un
produit portant sur les idéaux premiers de K

1
1;[ Pp(|P]=*)

ou Pp est un polynoéme de coefficient constant égal a 1 et ou |P| est 'entier > 0 tel que
la norme absolue de P soit |P|Z (|P| est parfois noté Np dans ces notes). On complete le
produit en ajoutant des facteurs correspondant aux places archimédiennes de K.
Soit sg € C. Posons
D, ={z€ C/R(z) > R(s0)}

Lemme 1. — Soit sg € C. Soit



une série de Dirichlet qui converge en sqg. Alors, elle converge uniformément sur tout
compact contenu dans Ds,. De plus elle converge normalement sur Dy 1145 (0 nombre
réel > 0).

Démonstration. — Soit € un nombre réel > 0. Posons F,,(s) = > ,_, ax/k*. Soit C' un
compact de Dy, . Il existe alors des nombres réels p > 0 et A > 0 tels que R(s — sg) > u et
|s — so| < A (s € C). Comme la série F(sg) converge, la suite F),(sg) est bornée en valeur
absolue par un nombre réel Fy. Pour m et n entiers positifs assez grands vérifiant n > m
et pour s € (', on a I'inégalité

F,, F
Dnloo)y o To oy,
msS—So me
On a, pour s € C,
. - ag o - Qe 1
Fuls) = Fu( =1 3 =1 3 |
k=m+1 k=m+1

On obtient, en utilisant la formule de sommation d’Abel,

1

( ) Fm+1
Fule) = Pr(o)] = 19550 = S k%lpk e R (===

n—1 k+1 (8—80)
<€/3+¢€/3+]| Z Fi(s0) ; Wdﬂ

k=m+1
n—1 1
§2€/3+’3—30‘F0 Z ’W|
k=m+1
- 1
<2e/3+ FpA > =it

k=m+1

Pour m assez grand le troisieme terme est < €/3 pour tout s € C'; On a alors
|Fn(s) — Fin(s)| < e

et donc la convergence uniforme cherchée.
Comme la série F(so) converge, la suite de terme général a,, /n®® tend vers 0. Il existe
donc un nombre réel B > 0 tel que a,, < B|n®°|. On a donc

an B B

n® = |ns—o| = nl+o’

On en déduit la convergence normale cherchée.
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Lemme 2. — Soit

une série de Dirichlet. Supposons qu’il existe des nombres réels o et B qui sont > 0 tels
qu’on ait, pour tout n entier > 1,

layr + as + ... + an| < Bn?.

Alors F' converge sur D,,.
Démonstration. — Posons
A, =a1 +as+ ...+ ay.

Soient n et m deux entiers tels que n > m. Soit s € D,. On a les inégalités

Y = ZAk kj)|

k=m+1 k=m+1

n—1 k+1 s
<B ag—S8 B g—S8 A d
< B B+ S A [ e

s+1
m+1
n—1 1
< Bn°"%|+ B|m°~ S|‘|‘BZ| HkH—s 5 |-
m—+1

On en déduit la convergence cherchée.

2. La fonction ¢ de Riemann

C’est la série de Dirichlet la plus célebre qui soit; eslle est donnée par la formule
suivante :
n=1 n®

Le théoreme de décomposition des nombres entiers en produit de facteurs premiers nous
permet de ’écrire comme un produit eulerien

=TI 0 =Tl =+

ou les produits portent sur les nombres premiers. Le passage du premier au deuxieme mem-
bre de la derniere série d’égalités demande un demande un raisonnement de convergence.
Le produit eulerien donne la formule suivante

log(¢(s)) = — 3 (log(1 — ZZ

p p n=1

np?’LS
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(ou p parcourt les nombres premiers, et ou s est un nombre complexe de partie réelle > 1).
D’apres le lemme 2, la série qui définit la fonction ¢ converge sur Dy, puisque la somme des
n premiers coefficients de cette série de Dirichlet est égale a n. En réalité on a le résultat
plus précis suivant.

PROPOSITION 1. — La fonction  se prolonge en une fonction méromorphe sur Dy avec
un seul pole, qui est simple, en 1. De plus le résidu de ¢ en 1 est égal a 1.
Démonstration. — Soit r un entier > 1. Considérons la série de Dirichlet
. a
CT(S) = TL_Z,
n=1

ol on a posé a, = 1 si r ne divise pas n et a,, = 1 —r sinon. On a, pour tout entier n > 0,
0<a1+as+..+a, <r.

La fonction (. converge donc sur Dy d’apres le lemme 2.
On a, pour s € Dy,

)= 2 15 = 3 G = (=G0

Cela prouve que ¢ admet un prolongement méromorphe sur Dy. Les poles de ¢ sont des
poles commun & toutes les fonctions 1/(1 — 717%) lorsque r varie. Le seul pole que ces
fonctions aient en commun est en s = 1 (considérer par exemple les cas 7 =2 et r = 3) et
il est simple.

Le résidu en 1 de la fonction s — 1 — r17% est égal & log(r). Par ailleurs on a

¢(1) = klim 1+1/241/3+ ...+ 1/kr—(1+1/2+ ...+ 1/k).
— 00
En utilisant la formule asymptotique au voisinage de 400
loge ~14+1/2+4 ...+ 1/x,

on obtient
G(1) = lim (log(kr) —log(k)) = log(r).

k—> 00

Cela prouve la formule de résidu cherchée.

3. La fonction ( de Dedekind

Soit K un corps de nombres. Notons d le degré de 1'extension K|Q. Posons

CK(S) = Z]\%’

1
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ou I parcourt les idéaux entiers de K. C’est la fonction ( de Dedekind de K. On a bien
entendu

(q=¢.

Rappelons que Nj désigne la norme absolue de I vue comme un entier > 0.
Puisque ces normes sont des nombres entiers, on peut écrire la fonction (x comme

une série de Dirichlet
oo
a“fl

ne’
n=1

ou a, est le nombre (fini) d’idéaux de norme n. C’est sous cet angle que 1’on va considérer
les questions de convergence.

PROPOSITION 2. — La fonction (k est analytique sur D1.
Démonstration. — Posons .
Fre(s) =]

_ —S
LT
ou P parcourt les idéaux maximaux de Og. Etudions la convergence de ce produit. On a

log(Fk (s Z Z

P n=1

n!P|”5

Rappelons qu’on a |P| = p/? o fp est le degré résiduel en P de l'extension K|Q et ot p
est le nombre premier au-dessous de P. En particulier on a |P| > p et

1<) frep=d.

Plp Plp
On a donc
| log(Fic (s |—|ZZZWN ZZ m() = dlog(¢(R(s))).
p Plp n

On en déduit la convergence normale de F(s) sur Dy45 (6 nombre réel > 0) et donc la
convergence sur Dy.
Par le théoreme de factorisation des idéaux dans Og et par multiplicativité de la

norme, on a
Z Z |’P’ns

P n=1

Cette derniere quantité coincide avec F(s). Cela acheéve de prouver la proposition.

Remarque . — On retiendra le développement en produit eulerien




4. La formule du nombre de classes

Soit K un corps de nombres. On note d le degré de I'extension K|Q, wg le nombre
de racines de 'unité contenues dans K, hx le nombre de classes de K, D le discriminant
absolu de K, reg(K) le régulateur de K (voir section suivante) et r; (resp. r2) le nombre
de plongements réels (resp. complexes non réels) de K.

THEOREME 1. — La fonction Cx admet un prolongement méromorphe sur Dy_y/4 avec un
unique pole, qui est simple, en s = 1. Le résidu de (i en ce pole est donné par la formule

i 2" (2m)"2reg(K)hk
SI_HS+(3 ~ Dix(s) = wic| Dk |12

Démonstration. — Soit R € C{(K) une classe. Posons

oo
1 an

(k(Rys)= )

NS ns .
IERICOK 1

n=1

Dans la formule ci-dessus, a,, est le nombre d’idéaux entiers appartenant & R de norme n.

On a
k()= Y Ck(Rs).

RECH(K)

Le nombre A,, = a1 + as + ... + a,, est le nombre d’éléments de R qui sont entiers et de
norme < n.

Admettons, pour le moment, la formule asymptotique suivante (voir le théoreme 2
ci-dessous) :
_ 2 (2m)"2reg(K)

An _ O 1-1/d )
wic|Dx |1/ n+0(n )

On remarquera que le terme dominant de cette derniere expression est indépendant de R.
Considérons la série de Dirichlet

2" (2m)2reg(K) > by,
F(s) = R,s)— = —.
(S) CK( ’ S) WK|DK|1/2 C(S) —~ ns
On a alors la formule asymptotique
2" (2m) 2reg(K)

by +bs+...+b,=A4, —

wrc [ Drc|/2 n = O(tl—l/d).

On en déduit que la série F'(s) converge sur D;_;,q d’apres le lemme 2. Si bien que les

séries de Dirichlet (x et (x(R,.) s’étendent en des fonctions méromorphes sur Dq_; /4
puisque ( est une fonction méromorphe sur Dy.
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On a de plus la formule asymptotique

2" (2m)2reg(K)

R,s) ~,—
CK( 78) 1 wK"DK‘l/Q

¢(s)

Comme la fonction { admet un podle simple en s = 1 et de résidu 1 et comme les
fonction ((R,s) sont a valeurs > 0 lorsque s est un nombre réel > 1, on a, en sommant
sur les classes, la formule asymptotique

2" (2m)"2reg(K)hk
Ci (8) ~s=1 wi|Dxc |12 ¢(s).
Cela donne la formule cherchée.
Remarque . — La formule du nombre de classes est due a Dirichlet. Son intérét n’est

pas seulement esthétique : elle est utile pour calculer le nombre de classes d’un corps de
nombres dans beaucoup de cas.

On appréciera le fait que la fonction ¢ de Dedekind est batie (comme produit eulerien)
a partir seulement du nombre d’éléments de tous les corps résiduels de K. Chacun de ses
corps résiduel ne contient qu’une information infime sur K. Pourtant la fonction (x
donne des renseignements sur les propriétés globales de K. La propriété de prolongement
analytique (voir les compléments ci-dessous) est tout aussi surprenante, puisque qu’un
produit eulerien quelconque n’a guere de raison de se prolonger en une fonction analytique
en dehors du domaine de convergence connu a priori; Ce prolongement est donc le signe
d’une compatibilité profonde entre les facteurs du produit eulerien, i.e. d’une compatibilité
entre tous les corps résiduels associés au corps de nombres K.

5. Dénombrement d’idéaux dans une classe

Soit K un corps de nombres. Soit
M= 1] Py
VEQ K

un cycle arithmétique.
Notons Ky le rayon modulo M. Posons

Om =0k N K.

C’est un sous-groupe d’indice fini de O} puisque A’} (M) est un sous-groupe d’indice fini
de A’} (1) (proposition IX-3).

Notons waq le nombre de racines de 'unité qui sont dans O 4. Notons h g le nombre
de classes de rayon M. Notons 7 le nombre d’éléments v de Qx o tels que n, = 1. Posons

Me= ] Pr

UGQK,OO
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et
Mo = H 'P;L”.

UGQK—QK’OO

On identifie Mg & un idéal de Ok encore noté M. On pose
Nag =2 Npy,.

Revenons sur le plongement logarithmique définit pour démontrer le théoreme des unités.
Considérons un plongement logarithmique un peu différent

A K* — Rt

x — (log(xy), ..., log(zy, ), 21log(zr, +1), -y 210g(Tr, 11y))-

Au vu des conventions adoptées pour les normalisations des valeurs absolues complexes,
cette définition est plus naturelle que celle utilisée dans la lecon VI. Le groupe A(O%)
est un réseau de 'hyperplan H de R™*"2 formé par les éléments (1, ..., Ty, 41y ) vérifiant
Z;:{TQ x; = 0 (voir le théoreme des unités). Puisque Opq est un sous-groupe d’indice fini
de O3, A(Opr) est un réseau de H. Le régulateur reg (M) est le volume de ce réseau. On
peut I’écrire, si on le désire, comme déterminant déduit du plongement logarithmique d’un
systeme fondamental d’unités de O (c’est-a-dire une base sur Z de Oy aux racines de
I'unité pres).

THEOREME 2. — Soit R € C{(K)™. Le n(R,t) nombre d’idéauz de O contenus dans R
et de norme <t est donné par la formule asymptotique

2" (2m)2reg(M) 1-1/d
R,t) = t+ Ot ).
(R 1) WM N | D |1/2 + O )
Démonstration. — Soit Iy un idéal de Ok qui est un élément de R~'. Tout élément de

R est de la forme /1y avec I idéal principal de Ok de rayon M engendré, disons, par un
élément o € Iy N KM.

Par conséquent n(R,t) est le nombre d’idéaux entiers et principaux de rayon M, I € R
tels que Ny, <t, c’est-a-dire Ny < tN,.

Au lieu de compter ces idéaux, comptons leurs générateurs. Remarquons au préalable
que deux éléments de K N Ok engendrent le méme idéal de Ok si et seulement si leur
rapport est une unité. On a donc une suite exacte de groupes abéliens

1 — Op — Ky — (KM — Co (KM — 1.

On en déduit que n(R,t) est le nombre d’éléments de I’ensemble quotient

{CY e Iy ﬂKM/’NK/QOé‘ < tNIO}
Om '
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Posons
W= (17 1., 1,2, ,2) € RT1+7’2,

ou les 1 premieres coordonnées sont égales a 1. On a A(Q*) C RW. Pour a« € K*, on a
A(a/(NK/Qa)l/d) € A(Opm) et donc A(a) € A(Opq) + RW.
Soit Paq un parallélépipede fondamental de H pour le réseau A(Opq). On a par
définition
reg(M) = vol(P).

Un représentant d’'une classe de K* modulo Oy, est donc donnée par un élément «
tel que A(a) € Pv+ RW.

On en déduit que wapn(R,t) est le nombre d’éléments o € Iy N Ky vérifiant les
conditions |Ng,qa| < tNp, et A(a) € Py +RW. La condition |Ng,qa| < tNy, revient a

o
N —— | < 1.
| K/Q(tNIO)1/d| =

Identifions O ® R a R™ x C™ via les plongements archimédiens de K. Cela permet
d’étendre le plongement logarithmique A en une fonction

R*rl X C*T’Q Rr1+r2

obtenue comme somme des logarithmes des valeurs absolues.
Posons

F'vy={YeOr®R/0< ’NK/QY‘ <L,AY) € Py+RWH

C’est 'ensemble des 71 + ro-uplets { (1, T2, ooy Tpyy 2415 ooy Zr 4y ) € R X C*72 vérifiant
les conditions

log |£IZ’1‘ +o Tt 10g ’xﬁ’ + 210g ‘ZT1+1| +ot QIOg |Zr1+7“2| <0,

et
(log |z1|, ..., log |x,, |, 210g |2/, 1], -+, 2108 |2, 410 |) € Pr + RW.

Revenons a notre dénombrement. On a
wapn(R,t) = [Io N K N (EN7,) Y90 ).

Un réseau translaté d’un espace vectoriel réel V' est un sous-ensemble de V' de la forme
v+ L,ouv €V et ou L est un réseau de V. L’intersection de deux réseaux translatés
contenus dans un réseau translaté commun est vide ou égale a un réseau translaté.

L’ensemble Iy N K4 est 'intersection de des éléments de R™ x C™ ayant ry coor-
données > 0 (celles correspondant aux places réelles v en lesquelles on a n, = 1) et de
Iy N (14 Mp). L’ensemble Ip N (1 + Mj) est non vide par le théoreme d’approximation.
C’est donc un réseau translaté de O ® R car tous ces réseaux translatés sont contenus
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dans Ok. Notons I, ; I'ensemble des éléments de I" 4 ayant des coordonnées > 0 en toutes
les places v en lesquelles on a n, = 1. On a donc

wmn(R,t) = [To N (1 4+ Mo) 0 (EN7,) T

Lemme 1. — Soit L un réseau translaté de Ox @ R. On a la formule asymptotique, lorsque
A tend vers l'infini,
vol(T'a) d—
LNAT | = AN —22 + 0.
Démonstration. — Le bord 0I'pq de I'nq est 'ensemble formé par les rq; + ro-uplets
{(x1,22, s Ty Zry 415 ooy Zry 4y ) € R¥ X C*2 vérifiant les conditions

log [21] + .. +10g [y, | + 2108 |20, 41| + .. + 2108 |21, 11| = 0,

et
(log|z1], ..., log | T |, 210g |20, +1]s -y 2108 |20, 440 |) € OPpAg + RW,

ou 0P, est le bord du parallélépipede Pys dans H.

Soit P un parallélépipede fondamental de L. Notons x) le nombre de parallélépipedes
fondamentaux de O ® R translatés de P qui rencontrent le bord de AI'y4s. On a les
inégalités

vol(P)(JL N AT pq| — x) < vol(AT'amq) < vol(P)(|L N AT pm| 4+ z)).

Le bord de T'y( est recouvrable par les images d’un nombre fini (disons k) de
paramétrisations (d — 1)-Lipschitzienne, c’est-a-dire d’applications ¢ :  — 'y telles
qu'il existe C' > 0 avec |¢(z) — ¢(y)] < Clz — yl|, et olt Q est le cube unite de R4
Cela résulte du fait que le bord de Py est constitué de 29-! parallélépipedes qui sont
tous paramétrisables par des cubes et du fait que A est un difféomorphisme sur I'y;. Les
applications A¢ définissent des paramétrisations d — 1-Lipschitzienne. L’image de chaque
paramétrisation ¢ est de diametre borné par le produit du diametre de Q et de CA4~!. Le
nombre d’éléments de L contenus dans 'image de ¢ est borné par une constante dépendant
linéairement de ce diametre. Comme il n’y a qu’un nombre fini de paramétrisations a con-
sidérer, x, est majoré par t¢~! multiplié par une constante dépendant du nombre de
paramétrisations et de C'. Ceci acheve la démonstration un peu seche du lemme 1.

Puisque I et M sont premiers entre eux, le volume du réseau translaté 1o N (1+ My)
est donné par la formule

vol(Ip N (1 4+ My)) = vol(Ip N M) = vol(IpMy).
D’apres la théorie de Minkowski (proposition V-6), on a
vol(IoMo) = Niya,2 "2 | Dk |V? = Ny Ny, 2772 [Dic|V/2.
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On a donc (I, )2
VO T2
R,t) = M t+ OV,

Il reste a calculer le volume de Iy ;. Comme Iy est invariant par symétrie par rapport a
tout hyperplan de coordonnées, on a

vol(I'p) = 2"vol(Iy () = N, vol(Ty,).
Comme I" ¢ est invariant par action du groupe {—1,+1}" x {z € C/|z| = 1}"2), on a
vol(Tp) = 27 (27)"2vol(T'},),

ol on a posé
+ *11+7T2
Iy =TmNRY .

On a donc
2" (2m)"2vol(T'},)2"

Num|Dx |V 2wi

n(R,t) = t+ Ot Y9,

Il reste a déterminer le volume de Fj\—/{' Le plongement logarithmique A induit un
difféomorphisme
Fj\r/l — Py +R_W.

Le déterminant jacobien de ce difféomorphisme en (y1, ..., Yr, +r,) est égal &

2_T2 y]. "'yTl +T2 .

Utilisons le changement de variables fourni par A pour calculer le volume de 'y : on a

vol(T'}h,) = /

r

—ro xT1+...+Tp, 10
272"t vt day . dTe, 4y

dp = /
¥ PMARW,Z1+ A2y 47y <O
Ecrivons la mesure de Lebesgue de R™ "2 suivant le produit RW x H :

dp =dzy...dxy 4r, =dtdpp,

ou duy est la mesure de Lebesgue sur H. On a alors

0
vol(T'},) =277 / el dt/ dpg = vol(Ppa) = 27 reg(M).
— 00 PM

Cela acheve de prouver le théoreme.

Remarque . — On a besoin seulement du cas M = 1 pour la formule du nombre de classes.

Le théoreme 2 est important pour démontrer le théoreme de Chebotarev. Mais, dans
ce but, on n’a pas besoin de déterminer le coefficient dominant dans la formule du théoreme
2.
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Cette derniere formule permet de démontrer formule plus précise que la formule du
nombre de classes :

1. 2"(2m)"2reg(M)
s— 1t Nf N (,d./\/l|‘DK’1/2.7\7/\/[7

ol R est une classe d’idéal de rayon M.

6. Compléments

Rappelons que la fonction I' d’Euler d’une variable complexe s est donnée par la

formule - "
I'(s) = / e 't —.
0 t

Cette fonction se prolonge en une fonction méromorphe sur C. Posons
G1(s) = n~%/(s/2)

et
Go(s) = (2m) T (s).

Soit K un corps de nombres. Posons
Ex(s) = G1(s)" G2(s)"* Ck (s)-

Observons que si on remplace (i par son produit eulerien, la formule de £ devient un
produit dont les facteurs sont en bijection avec les places de K, les fonctions Gy et Go
correspondant respectivement aux places réelles et complexes non réelles de K.

THEOREME 3. — La fonction £k se prolonge en une fonction méromorphe sur C avec des
poles, qui sont simples, seulement en 0 et 1. De plus elle satisfait I’équation fonctionnelle

Ex(s) = |Dk[V? %6k (1 - 5).

Nous ne démontrerons pas ce théoreme. Une démonstration fameuse en a été donnée
par Tate dans sa these.
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