IX

Les énoncés

de la théorie du corps de classe

1. Compléments sur les corps p-adiques

Soit p un nombre premier. Soit K un corps p-adique. C’est-a-dire une extension finie
de Q, (attention le terme corps p-adique peut désigner, suivant les auteurs, des extensions
infinies de Q). Notons Ok la cloture intégrale de Z, dans K, v la valuation discrete de
K, P l'idéal premier non nul de Ok, k le corps résiduel et ¢ le nombre d’éléments de k.

Posons Uf(g) =14+ P"Ok lorsque n est un entier > 0 et UI({O) = 0.
On a la suite décroissante de sous-groupes ouverts :

LUl cuW e cvul =14P0k cUY =05

Soit 7 une uniformisante de P. Notons (7) le sous-groupe de K* engendré par w. Il est
isomorphe a Z.

PROPOSITION 1. — On a les isomorphismes canoniques de groupes
K* ~ (7) x O,

et
U Uy ~ k.

De plus le groupe quotient U[(?)/UI(?H) est un k-espace vectoriel de dimension 1.
Démonstration. — La premiere assertion résulte du fait que la valuation discrete v définit
une suite exacte de groupes abéliens

0 — 0 — K"—7Z—0,

et qu'on a v(mw) = 1.

Le deuxieme isomorphisme provient de I’homomorphisme de groupes canonique et
surjectif O% — k*. Le noyau de cet homomorphisme est UI((1 ),

On a un isomorphisme canonique de k-espaces vectoriels entre U }? ) / U;?Ll) et k déduit
de 'application U [(? ) Lk qui a 1+ an™ associe a + P. Cette derniere application est un

homomorphisme surjectif de groupes de noyau U I(? ),
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Remarque . — On a méme un isomorphisme canonique de groupes
% (1)
K* ~ (1) X pg—1 x Uy".

L’isomorphisme d’espaces vectoriels U I(? ) / U;H) ~ k construit dans la démonstration
de la proposition 1 est non canonique puisqu’il dépend du choix d’une uniformisante de P.
Lorsque K est égal a Q,, on dispose d’une uniformisante canonique de pZ,, c’est-a-dire p.

2. Les groupes de classe de rayon et les cycles arithmétiques

Soit K un corps de nombres. On appelle cycle arithmétique (voir le concept de diviseur
d’Arakelov) un produit formel
I 7

VEQK

ol n, est un entier > 0 lorsque v est une place non archimédienne, ou n, € {0,1} lorsque v
est une place archimédienne réelle, n,, = 0 lorsque v est une place archimédienne non réelle
et ou P, est I'idéal maximal de O associé a v lorsque v est une place non archimédienne
et ol on a n, = 0 pour presque tout v € Q. Le support d'un cycle arithmétique est
I’ensemble des places v telles que n, # 0.

Attention la terminologie cycle arithmétique n’est pas standard. Le terme utilisé par
Hasse en allemand est “Erklarungsmodul”.

Cette notion de cycle étend la notion d’idéal entier, puisque tout idéal entier de Ok
est produit d’idéaux premier et s’identifie donc a un cycle arithmétique a support dans les
places non archimédiennes.

On a une relation de divisibilité évidente entre les cycles arithmétiques de K qui pro-
longe la relation de divisibilité des idéaux : Soient M = [[,cq, Piv et M' =[], cq, Py v
deux cycles arithmétiques ; On dira que M divise M’ si on a n, < n! (v € Q). On dira
que ces deux cycles sont premiers entre eux si on a n,n, =0 (v € Q). On peut parler de
plus petit commun multiple, plus grand commun diviseur etc.

On note 1 le cycle arithmétique a support vide.

Soit M = [[,cq, Py Posons alors

U = UI(;;U)
lorsque v est une place non archimédienne,
Uy” =R%,
lorsque v est une place réelle et n, =1,
U =R"
lorsque v est une place réelle et n, = 0 et
Uy =C*,
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lorsque v est une place complexe.

Pour z € K}, on note x = 1 (mod Pjv) lorsquon a = € UJ* (cela coincide
avec la notation usuelle lorsque v est non archimédienne). On généralise cette notation
ar = (y)eox € Ak en posant x = 1 (mod M) lorsqu'on a z, = 1 (mod P])
(’U € QK)

Posons alors

A M)={x €A} /xr=1 (mod M)}.

On a A} (M) C A% (M) lorsque M| M. On a

A= I Kix I o

vEQK, oo vEQK —OQK oo

C’est I'ensemble des Q -ideles.

Le sous-groupe
O = A (M)K*/K*

du groupe Ck des classes d’ideles est le sous-groupe de congruence de niveau M de Ck.
L’application qui a M associe C}/\(/‘ est décroissante.

On note Z(K)™ le sous-groupe du groupe Z(K) des idéaux fractionnaires de K
engendré par les idéaux de O premiers & M. On note P(K)™M le sous-groupe de Z(K)™
engendré par les idéaux principaux de K de la forme aOg avec a = 1 (mod M) et
ac K*.

Le groupe quotient

CUEK)YM = Z(K)M)P(K)M

est le groupe des classes d’idéaux de rayon M. Lorsque M = 1, on retrouve le groupe des
classes au sens habituel.

PROPOSITION 2. — L’homomorphisme de groupes
Ax — I(K)
L . v(xv) . . N . .
qui @ (Ty)peq, associe HU¢QK i mduit apreés passages aur quotients un iSomor-

phisme de groupes
Cr /Ot ~ CO(K)YM,

Démonstration. — Posons
A < M >={x = (2y)veqp € Ak /2y = 1(P, M)}

Soit a = (ay)veq, € Aj. D’apres le théoreme d’approximation faible, il existe a € K*
tel que
ac, =1 (mod P,)

pour tout P,| M. Posons alors
acy, = By
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avec B, = 1 (si P, M), By = apa (si Py|M), avec v, = 1 (s1 Py|M) et 7, = apa (si
P, fM). Posons 5 = (By)veax € Al et v = (Yo)veax € Aj. Onaalors € Aj, < M >
et vy € A} (M). On a

a=pyat € Al < M > A% (M).K*.

Cela prouve qu’on a
A=A <M> A (M).K".

On a alors
Cr/C¥ =A% < M > Al (M).K* /A% (M).K*

= AM)/(A(M) N (A <M >.K7)).

L’homomorphisme de groupes Ay — Z(K) qui & (zy)veay associe [],qq, o ()

induit un homomorphisme de groupes
A (M) — I(K)

dont I'image est Z(K)™. 11 définit par passage au quotient un homomorphisme surjectif
de groupes
A (M) — Z(K)M/P(K)M.

Le noyau de ce dernier homomorphisme coincide avec A% (M) N (A} < M > .K*). Cela
prouve qu’on a l’isomorphisme cherché.

Remarques. — La proposition 2 permet d’appeler sans ambiguité le groupe Cp/ C’I/}’t
groupe des classes d’ideles de rayon M.

Le sous-groupe

de K* est le rayon modulo M.
Certains auteurs ont consideré des notions un peu plus générales que les cycles
arithmétiques : des produits formels de la forme

I 7

VEQK

ou n, € Z si v est non archimédienne et n, € R si v est archimédienne. Ce sont des
diviseurs compactifiés de Ok .
Cette terminologie inspirée par la géométrie algébrique.

PROPOSITION 3. — Soit M = [[, Pr un cycle arithmétique. Les groupes C /C#¥' et
CU(K)™M sont finis.
Démonstration. — Il suffit de le vérifier pour C'x / C’f}’l d’apres la proposition 2. Par ailleurs

le groupe des classe ordinaire, qui s’identifie & C /C3 (voir le lemme VIII-1), est fini. 11
suffit donc de prouver la finitude du groupe quotient

Ok /CK' =~ A (1)K A (M)K”
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et donc du quotient

A(D/ARM) = ] 0.

VEQK

Les facteurs de ce dernier quotient sont le groupe trivial lorsque n, = 0, c¢’est-a-dire pour
presque tout v € Q ; Les facteurs non triviaux sont finis d’apres la proposition 1. Cela
prouve la finitude cherchée.

Remarque . — On a démontré au passage que l'indice de C’j\(/‘ dans C'k est égal au produit
du nombre de classes et de I'indice de C#! dans C. Ce dernier indice est égal au produit
des indices locaux U dans U?. C’est donc

Npt =2 Npyy,s

ol 7 est le nombre de places réelles v telles que n, # 0 et ou Ny, est la norme de I'idéal
formé par la partie non archimédienne de M.

PROPOSITION 4. — Tout sous-groupe ouvert d’indice fini de Cx contient un sous-groupe
de congruence.
Démonstration. — Un tel sous-groupe correspond a un sous-groupe ouvert GG d’indice fini

de A% contenant K*. Comme on a A}, = A5 (1).K* et K* N A} (1) = O, il définit un
sous-groupe ouvert H d’indice fini de A} (1) contenant Oj.. ainsi H contient un ouvert
de la forme [[,co Wo [l,cq,—s Oy ot S est un ensemble fini de places contenant Qp o,
et W, est un ouvert de K.

La projection de H dans chaque composante de

A= I Kix ] o

UGQK,OO UGQK—QK,OO

est d’indice fini.

Un sous groupe d’indice fini de C* ne peut étre que C* lui-méme. Un sous-groupe
d’indice fini de R* est égal & R* ou R} . Enfin un sous-groupe d’indice fini de O% contient
un sous-groupe de la forme Ugp (voir la structure de O} donnée par la proposition 1).

On en déduit que H contient un groupe de la forme

IT v

UEQK

Comme H est d’indice fini, on en déduit que n, = 0 pour presque tout v € Qx. En posant
M =TI, P;v, on obtient que H contient A} (M).
Le groupe G contient donc A% (M)K*. Cela acheéve de prouver la proposition.

Remarque . — On peut montrer que tout sous-groupe ouvert de A} contenant K* est
d’indice fini. Cela se déduit du fait que le noyau de la valeur absolue ||.|| : Cx — R est
compacte. Par ailleurs, il existe des sous-groupes d’indice fini non-ouverts dans C'k.
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3. Extensions abéliennes

Soit L|K une extension de corps. On dit qu’il s’agit d'une extension abélienne si c’est
une extension galoisienne et si le groupe de Galois Gal(L/K) est abélien.

On voit facilement que la composée de deux extensions abéliennes (contenues dans
un corps commun) est abélienne. De plus I'intersection de deux extensions abéliennes est
abélienne.

Tout groupe G admet un plus grand groupe quotient abélien G2P. C’est 1'abélianisé
de G. Il est obtenu comme quotient de GG par son sous-groupe des commutateurs. Il en
résulte que toute extension galoisienne L|K admet une plus grande sous extension L'|K
qui est abélienne de groupe de Galois Gal(L/K)?P.

La théorie du corps de classe vise a étudier les extensions abéliennes de K lorsque K
est un corps p-adique ou un corps de nombres (signalons qu’il existe des généralisations de
cette théorie dans diverses directions, mentionnons tout spécialement la théorie du corps
de classe pour les corps de fonctions).

4. La théorie du corps de classe local

Soit p un nombre premier. Soit K un corps p-adique.

Le théoreme principal est la loi de réciprocité locale. On peut rendre le théoreme 1
ci-dessous plus explicite par la théorie de Lubin-Tate. On peut le rendre plus précis en
faisant intervenir les groupes de ramifications.

THEOREME 1. — L’application qui a L associe N, x L™ est une correspondance bijective
et décroissante entre les extensions abéliennes finies de K et les sous-groupes d’indice finis
de K*.

Soit L/K une extension abélienne et finie. On a un isomorphisme de groupes
Gal(L/K) — K*/N_, L".

De plus on a

N (LlLQ)* = NLl/K LT N NLQ/K LS

LyLa/K

et
N (L1 N L) = (N

LiNnLy/K L1/K LT)(NLl/K LZ)

L’homomorphisme de groupes K* /N . L* — Gal(L/K) réciproque de celui dont il
est question dans le théoreme est ’homomorphisme de reste normique, ou isomorphisme
de réciprocité ou homomorphisme d’Artin local. Chronologiquement la théorie du corps de
classe global a précédé la théorie du corps de classe local. Mais il est plus naturel d’établir
d’abord la théorie locale avant de 1'utiliser comme ingrédient pour la théorie globale.

Lorsque K est non plus un corps local, mais une extension finie de R (c’est-a-dire R
ou C) le théoréeme 1 est encore vrai en le sens suivant. Soit L une extension finie de K
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(i.e. on a K = L sauf lorsque K = R et L = C). Le groupe Gal(L/K) est canoniquement
isomorphe & K*/N, ,x L™ En effet ces deux groupes sont triviaux sauf lorsque K = R
et L = C; Dans ce dernier cas les groupes Gal(L/K) et K*/N, ,_L* sont d’ordre 2,

puisqu’on a N, , C* = R} . L’isomorphisme canonique

L/K

Gal(L/K) — K*/NL/K L*
s’appelle encore homomorphisme d’Artin.

Remarques. — Soit L|K une extension finie et non ramifiée. L’image de l'application
norme N, contient OF (on le verra lorsqu’on étudiera la ramification).

Lorsque L| K est abélienne et non-ramifiée, I'image inverse d’une substitution de Frobe-
nius par ’homomorphisme de restes normiques est un générateur de K*/N, i L Cela
résulte directement de I’homomorphisme de réciprocité local et du fait que la substitution
de Frobenius est un générateur du groupe de Galois dans le cas non ramifié.

On normalise I’homomorphisme de restes normiques de telle sorte que I'image d’une
uniformisante de K soit égale a la subsitution de Frobenius.

Lorsque L| K est encore abélienne et finie mais pas nécessairement non ramifiée, 'image

de 'application norme est d’indice fini dans K*. Elle contient donc un sous-groupe U }(? ),

pour n entier minimal. Cet entier n est le conducteur (au sens additif) de 'extension L|K.
On peut aussi appeler conducteur 'idéal P de Ok. Lorsque 'extension L|K est non
ramifiée on a n = 0. On verra le lien entre ’entier n et les groupes de ramification de
I'extension L|K.

5. La théorie du corps de classe global

On considére maintenant K un corps de nombres. Soient L|K une extension abélienne
et finie. Soit v et w des places de K et L. Notons K, et L, leurs complétés respectifs
en ces places. Le groupe Gal(L,,/K,) s’identifie & un sous-groupe (de décomposition en
w si v est non-archimédienne) de Gal(L/K) (voir la lecon sur les extensions de corps
complets). Lorsque w varie parmi les places au-dessus de v, ces sous-groupes de Gal(L/K)
sont conjugués les uns des autres, et donc égaux puisque Gal(L/K) est un groupe abélien.
Notons v, ’homomorphisme d’Artin local correspondant.

Notons Ck et C, les groupes de classes d’ideles de K et L. Rappelons que, pour
toute place w de L, L} s’identifie a un sous-groupe de C}, via le plongement L} —
Aj. On a une application norme N, . : € — Ck déduite de I'application norme
A x — A% (elle-méme définie par la norme sur chaque composante ; Attention au conflit
de terminologie entre cette application norme et celle qui s’appelle aussi valeur absolue).
La composante en v de N Cp, n’est autre que N, . Ly.

THEOREME 2. — L’application qui a L associe N, CL est une correspondance bijective et

décroissante entre les extensions abéliennes finies de K et les sous-groupes fermés d’indice
fini de Ci .
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Soit L/K une extension abélienne et finie. On a un isomorphisme de groupes

Gal(L/K) — Ck /N, CL
compatible aux homomorphismes de restes normiques et aux plongements locauz. De plus
on a

NLILQ/K CLle - CL1 NN CrL Lo

Ly /K
et
NleLQ/K CrinL, = ( L1/K CLI)( L1/K CLz)'

Ce théoreme est du a Artin, a la suite des travaux de nombreux mathématiciens
antérieurs. La formulation en termes de classes d’ideles est postérieure et est due a
Chevalley.

L’extension abélienne associée a un sous-groupe fermé et d’indice fini G de Ck est
le corps de classe de G. L’homomorphisme ¢ : Ck/N, . Cr — Gal(L/K) inverse
de celui du théoreme 2 est I’homomorphisme d’Artin. Le fait qu’il soit compatible aux
homomorphismes de restes normiques signifie que pour toute place v de K, la restriction
dey a K¥/N, L¥ n’est autre que 1, lorsqu’on identifie Gal(L,,/K,) a un sous-groupe
de Gal(L/K) et K*/NL /i, Ly @ un sous-groupe de Ci /N, Cp. Autrement dit on a un
diagramme commutatif d’homomorphismes de groupes

L/K

Gal(Lw/Kv) ~ K':/NLw/KvL:L

+ +
Gal(L/K) ~ CK/NL/KCLy

ou les fleches horizontales sont les isomorphismes de réciprocité et les fleches verticales sont
des injections.

Remarque . — La donnée des homomorphismes d’Artin locaux en chaque place v de
K suffit a prouver l'existence de v : A% /N, A} — Gal(L/K). En effet soit z =
(Ty)veqy € Aj. Pour presque tout v on a z,, € O} et L|K non ramifiée en v. On a donc
¥y (x,) = 1 pour presque tout v (voir la remarque a la fin de la section précédente). La
fonction ¢ = [[,cq, ¥v : Ax — Gal(L/K) est donc bien définie. Son noyau contient
N, x AL puisque le noyau de v, contient N, L,,. Mais il n’est pas clair a priori qu’il
contienne K*. C’est méme 1'un des points essentiels de la théorie. Néanmoins, retenons
que la donnée de tous les homomorphismes d’Artin locaux détermine 'homomorphisme
d’Artin global.

Une extension abélienne L|K admet un conducteur qui est I'idéal de O défini comme

le produit (fini car on a n, = 0 pour presque tout v)

m e

vEQK —OK, o
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ou n, est le conducteur de I'extension locale L,,|K,. On peut méme définir une composante
archimédienne du conducteur pour obtenir un cycle arithmétique. Cette composante est
donnée comme le produit des places réelles de K au dessus desquelles l'extension L|K est
non réelle.

6. Point de vue élémentaire et corps de classe

Soit L|K une extension abélienne de corps de nombres. Soit P un idéal maximal de
O, au dessus d’'un idéal maximal Q de Ok telle que l'extension L|K soit non ramifiée en
P. La substitution de Frobenius en P ne dépend que de Q. C’est donc un élément de
Gal(L/K) qui 'on appelle symbole d’Artin et que I'on note (Q, L/K). Cette définition se
généralise par multiplicativité a tout idéal fractionnaire I de K qui est a support en dehors
des idéaux premiers ramifiés de I'extension L/K.

On trouve dans certains ouvrages la formulation suivante de la loi de réciprocité
d’Artin.

THEOREME 3. — Soient K un corps de nombres et L une extension abélienne de K.
Notons A Uanneau des entiers de K. Il existe une famille de nombres entiers ng indexée
par les idéaux premiers de A telle qu’on ait la propriété suivante. Soit x € K tel que
x € 14+ P"" (P idéal ramifié de L/K) et i(x) > 0 pour tout homomorphisme de corps
i . K — R qui ne se prolonge pas en un homomorphisme de corps L — C. On a
(xA,L/K) = 1.

Par ailleurs tout élément de Gal(L/K) est de la forme (P,L/K) pour une infinité
d’idéaux premiers P de A.

On pourra essayer de faire le lien entre la premiere assertion du théoreme 3 et le
théoreme 2. La deuxieme assertion du théoreme 3 est une conséquence du théoreme de
densité de Chebotarev.

Soit M un cycle arithmétique de K. Le sous-groupe de congruence de niveau M de
Cx est fermé et d’indice fini. Il lui correspond donc une extension abélienne HM de K
par la loi de réciprocité d’Artin. Cette extension s’appelle le corps de classe de rayon M.

On a donc
Cal(HM/K) ~ Cx /O ~ CO(K)M,

ou le dernier isomorphisme est déduit de la proposition 1.

Lorsque M = 1, le corps de classe de rayon M est le corps de classe de Hilbert de
K. C’est la plus grande extension abélienne H|K qui est partout non ramifiée et telle que
toute place réelle de K reste réelle dans H. On a alors un isomorphisme de groupes

Gal(H/K) ~ Cl(K).

Lorsque M = HUGQK . Py, le corps de classe de rayon M est le corps de classe de

Hilbert étendu de K. C’est la plus grande extension abélienne et partout non ramifiée de
K.
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Ces assertions se vérifient facilement (en admettant tout ce qui précede) en comparant
les lois de réciprocités locales et globales et en utilisant le critére de non ramification.

Mentionnons sans démonstration que tout idéal de K devient principal dans le corps
de classe de Hilbert de K. C’est le Hauptidealsatz de Hilbert. La démonstration repose
principalement sur des arguments de théorie des groupes.
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