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Corrigé du contrdle final

Exercice 1. Considérons I’élément suivant du groupe symétrique Sy :

1. Décomposer o en produit de cycles a supports disjoints.
Onao=(17356)(248) (produit d'un 5-cycle et d'un 3-cycle).

2. Déterminer la signature de o.
La signature est (—1)>71(—=1)3"1 = 1.

3. Décomposer o' en produit de transpositions.

Onaoc = (17)(73)(35)(56)(24)(48) et donco ™! = (48)(24)(56)(35)(73)(17).

4. Déterminer 7 € Sg tel que 72 = 0.

Comme 0'% =1d, on a (6®%)? = 0. Posons 7 = 0® = (1576 3)(284).
5. Quel est 'ordre de 77

A priori, T n’est pas forcément 1’élément ci-dessus. Notons d son ordre.
o est d’ordre ppem(3,5) = 15. Ona 730 = ¢!® = 1 et 0% = 1. Donc on
a 15|d et d|30, d’ott d = 15 ou 30. Ecrivons 7 comme produit de cycles
a supports disjoints de longueurs Iy, lo, ..., Iy, avec Iy +lo+...+1; < 8.
On a d = ppem(ly, lo, ..., ;). Si d = 30, on a des divisibilités par 2, 3,
et 5. Cela force I; + 1l + ... + I > 10. Ainsi d = 15.

Exercice 2. Soient a et b deux nombres réels. Soit u : R® — R3 'endomor-

0 a b
phisme dont la matrice dans la base canoniqueest M = | a 0 «a
-b a 0
1. Calculer la matrice de u? dans la base canonique.
a’>—b>  ab a®
On a M? = —ab  2a? ab
a’ —ab a® —v?

2. L’endomorphisme u est-il inversible ?
Le déterminant de w est 0. Donc w n’est pas inversible.
3. Déterminer une base du noyau de u.
On trouve une droite de base (a,b, —a) si (a,b) # (0,0).
4. Déterminer une base du noyau de u?.
Méme réponse si 2a? — b? # 0. Si 2a? — b2 = 0 et (a,b) # (0,0), on
trouve le plan d’équation —az+by+az = 0 de base ((a, b, —a), (1,0,1)).
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. Quelle est la dimension de I'image de u ?

L’image de u a dimension 2 si 2a? # b2, dimension 1 si 2a® = b® et
(a,b) # (0,0), dimension 0 si (a,b) = (0,0).

. Calculer le polyndéme caractéristique de wu.

Cest (—X)3 —ba? + ba® + a’X + a?X — b2 X = — X3 + (2a® — b*) X.
Pour quelles valeurs de a et b a-t-on u diagonalisable sur R ?

Si b? > 2a%, P, n’est pas scindé et u n’est pas diagonalisable sur R.
Si b% < 2a?, P, est scindé a racines simples et u est diagonalisable sur
R. Si b? = 2a% # 0, P, a une unique racine 0; mais u # 0 et u n’est
pas diagonalisable sur R. Si a = b = 0, u est diagonalisable sur R.

. A quelle condition sur a et b a-t-on u diagonalisable sur C?

Si b% # 2a?, P, est scindé a racines simples. Donc u est diagonalisable
sur C. Si b2 = 2a? # 0, P, a I'unique racine 0; mais u # 0 et u n’est
pas diagonalisable sur C. Si a = b = 0, u est diagonalisable sur C.

. Quelles sont les valeurs propres de u??

Les racines complexes de P,z sont les carrés des racines complexes de
P,. Si b®> = 2a?, 0 est la seule valeur propre de u. Si b* # 2a?, les
racines complexes de P, sont 0 et ££v/2a2 — b2. Les valeurs propres de
u? sont donc 0 et 2a% — b2

Lorsque u est diagonalisable sur C, donner une base de diagonalisa-
tion.

Supposons b? # 2a?. Les vecteurs propres sont (a, b, —a), (ev/2a2 — b+
b,2a,ev2a? —b?> — b) avec € = 1 ou —1. Si a = b = 0, toute base
convient.

Lorsque u n’est pas diagonalisable sur C, donner une base de trigo-
nalisation.

On a alors b? = 2a® et (a,b) # (0,0). Alors u est nilpotent d’ordre 3.
Soit v € R3 tel que u?(v) # 0; alors (v, Mv, M?v) est une base de
trigonalisation. Par exemple, v = (1,1,1) convient.

Dans chaque cas cas, donner le polynéme minimal de w.

Si b? # 2a?, le polynéme minimal est —P,. Si b> = 2a? et (a,b) #
(0,0), le polynome minimal est X2. Si a = b =0, c’est X.

Est-ce le polynéme caractéristique de u ?

C’est P, (au signe prés) si et seulement si b? # 2a.

Sia = b, calculer M"™, pour n entier > 1.

Dans ce cas, on a P, = —X3 4+ a’X. On a donc M? = a?’M, par
Cayley-Hamilton. Donc M?* = a?*=2)M? si k est un entier > 1. On a
M2k+1 — g2k M 6i k est un entier > 0.

Sia=1etb=1+/2, calculer M™, pour n entier > 1.

On a alors M? = 0 et donc M™ = 0 pour n entier > 2.



