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Soit A un anneau integre. Soit a € A, a # 0. L’anneau A, est 'anneau de fraction de
A par le sous-ensemble multiplicatif {a™|n € N}. On note F le corps des fractions de A.
On dit que A est un anneau de Goldman s’il existe a € A tel que A, est un corps.

1. Montrer que si A est un anneau de Goldman, on a A, = F.

Comme A est integre, on a A, C F'. Comme tout corps contenant A est une extension
de F, on a bien A, = F.

2. Montrer que A est de Goldman si et seulement si F' est une algebre de type fini sur A
(il existe x1,..., T, € F tels que F = Alzxq, ..., x,]).

Si A est de Goldman, on a F' = A[l/al]. Réciproquement, si F' = A[x1, ..., 2,], on pose
T; = pz/‘]z avec p;, ¢; € A. On a alors F' = A[l/QIv S I/Q’n] = A[l/(Qan)] = A((h...qn)-

3. Supposons que A est un anneau de polynémes, i.e. A = B[X], avec B anneau commu-
tatif. Montrer que A n’est pas un anneau de Goldman.

Dans un anneau de polynomes, il y a une infinité d’éléments irréductibles (argument
d’Euclide). Si A est un anneau de Goldman, on a F' = Alxy,...,x,], avec x1,..., x, € F.
Posons x; = p;/q; avec p;, ¢; € A. Soit ¢ un élément irréductible qui ne divise pas ¢j...¢y.
Onal/q¢ Alxy,...,x,]. Donc Alzq,...,z,] n’est pas un corps, ce qui est absurde.

4. Soit L un corps. Soit K un sous-corps de L. Soient x € L et y € K][x| tels que
K|z], = L. Montrer que L = K[z].

Si K[z], = L, K[z] est un anneau de Goldman. Si z est transcendant sur K, on a
K[x] est isomorphe & K[X], qui est un anneau de Goldman. Mais, K[X] n’est pas un
anneau de Goldman. Donc x est algébrique sur K, et K[z]| est un corps. On a alors
Klz]| = K[z], = L.

5. Supposons qu’il existe un anneau integre A" et a’ € A’ tels que A’ = Alad’]. Notons F’
le corps des fractions de A’. Supposons que A’ est un anneau de Goldman. Montrer qu’il
existe a € A tel que A, est un corps, et F’ est une extension finie de A,.

Comme A’ est un anneau de Goldman, il existe b € A’ tel que Aj = F’. Comme A’
est un anneau de Goldman, a’ est algébrique sur F. Comme b € F[a’], b est algébrique sur
F. Comme F est le corps des fractions de A, il existe P € A[X] tel que P(b) = 0. Posons
P(X)=—-a+a1X+axX?>+...+a,X". Onadonca=bcavecc=ash+...+a,b" ! e A.
Soit z € F. Comme F C F' = Aj, posons z = 2/ /b*, avec k € N et 2’ € A’. On a donc
x=2'c?/(bc)k = 2'cF /a*. Comme x € Aeta€ A, onaxze€ A, Donc F=A,.



6. Soit L un corps qui contient A comme sous-anneau, et tel que L = Alzy, ..., x,], avec

ZT1,...,Tn € L. Montrer que A est un anneau de Goldman et que L est une extension finie
de F. (C’est le théoreme de Zariski—Goldman—Krull.)

On procede par récurrence sur n. C’est vrai pour n = 0. Supposons que l’assertion
est vraie pour n générateurs et montrons ’assertion pour n + 1 générateurs i, ..., Tp41.
Posons A’ = A[z,+1] et notons F’ le corps des fractions de A’. On a L = A'[xy,,,.2,].
Par hypothese de récurrence, A’ est un anneau de Goldman et L est une extension finie de
F’. Utilisons la question précédente. Il existe a € A tel que A, = F, et A est un anneau
de Goldman et l'extension F'|F est finie. Donc les extensions L|F’ et F'|F sont finies, si
bien que L|F est finie.
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Soit G = {1, ¢} un groupe a deux éléments. On dit qu'un G-module M est acyclique si pour
tout m, m’ € M tel que c.om =m et e.m/ = —m/, il existe n, n’ € M tel que m = (1+¢).n
et m’ = (1 —¢).n’. On note M[2] = {m € M|2.m = 0}. Pour i € Z, on note H(G, M) le
i-eme groupe de cohomologie modifié de Tate.

1. Montrer que M est acyclique si et seulement si H*(G, M) = 0 pour tout i € Z.

Comme G est cyclique, il suffit de le montrer pour ¢ =0 et ¢ = 1. Or ﬁO(G, M)=0
revient & dire que (1 +c¢)M = {m € M|c.m = m}. De méme H'(G, M) = 0 revient & dire
que (1 —c¢)M = {m € M|c.m = —m}.

2. Montrer que tout G-module libre est acyclique.

On vérifie directement que Z[G] est un module acyclique, car les invariants de Z[G|
sont exactement (1 + ¢)Z[G]|. Si M est un G-module libre. Il admet une base comme
Z|[G]-module. On vérifie que M est acyclique sur chaque coordonnée.

3. Tout module acyclique est-il libre ?

Non, par exemple, Q muni de ’action triviale de G est acyclique. Mais il n’est pas
libre comme G-module. s

4. Tout module acyclique est-il projectif 7
Non, Q n’est pas projectif comme Z-module et donc pas projectif comme Z[G]-module.
5. Tout module projectif est-il acyclique ?

Un module projectif M est un facteur direct d’un module libre L. On a donc L =
M @& N, avec N sous-G-module de L. On a donc des morphismes de G-modules M —
L — M, dont la composée est I'identité. On a donc un morphisme de groupes dont la
composée est 'identité H'(G, M) — H'(G, L) — H'(G,M). Donc H*(G, M) = 0, puisque
I:Ii(G, L) =0, car L est libre. Donc M est acyclique.

6. Soit 0 — M’ — M — M"” — 0 une suite exacte de G-modules. Montrer que si M et
M' (resp. M et M", resp. M’ et M") sont acycliques, alors M" (resp. M’, resp. M) est
acyclique.



On écrit la suite exacte longue (qui est un hexagone) :
— HY(G,M") - H°(G,M') - H*(G,M) - H*(G,M") - HY(G,M") - HY (G, M) —

Si deux parmi M, M’, M" sont acycliques la suite est nulle, et le troisieme est acyclique.

7. Supposons que M est un Z-module libre. Montrer que fIiH(G, M) = fIi(G, M/2M)
pour tout ¢ € Z.

C’Aest FAUX. Consiglérons Z vu comme G-module trivial. Il est libre comme Z-module.
On a HY(G,Z) =0 et H°(G,Z/2Z) = Z/27Z.

8. Supposons que 2.M = 0. Montrer qu’on a H°(G, M) = H* (G, M).

Si2M = 0, pour m € M/2M, onam = —m et donc HY(G, M/2M) = H' (G, M/2M).
9. Supposons que M est un Z-module libre. Montrer que M est acyclique si et seulement
si HY(G, M) = 0.
~ C’est FAUX. Considérons Z muni de l'action de G donnée par c.om = —m. On a
HY(G,Z/2Z) =7/2Z et H°(G,Z) = 0.
10. Montrer que si M est de type fini, son quotient de Herbrand est égal a 1.

C’est FAUX. Voir les contre-exemples des questions 7. et 9.
11. Montrer que si M = 2M, M est acyclique.

On vérfie directement que H*(G, M) = 0.

12. Supposons que G opere sur un ensemble X. Cela fait de Z[X] un G-module. Montrer
que Z[X] est acyclique si et seulement si ¢ n’a pas de point fixe dans X.

Si X est sans point fixe, soit S un systéme de représentants de X/G. Alors {[s]|s €
S} est une base de Z[X] comme Z[G]-module. Alors Z[X] est un module libre et donc
acyclique. Si X admet un point fixe xg, on a c.xp = xo. Montrons que I:IO(G, Z[X]) est
non nul. Soit m = Y _ Az[z] tel que (14 c).m = zy. Cela entraine 2),, = 1, ce qui est
absurde.
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Soit K un corps. Soit n entier > 0. On note P"(K) lespace projectif de dimension
n sur K. Soit f € K[Xg, X1, ..., X,;], non nul, homogene de degré > 0. On note DT (f) =
{(xg, 21, ..., z0) € P"(K)|f(x0,21,...,7,) # 0}. Considérons I’application ¢ : P*(K) —
P5(K) qui a (X(),Xl,XQ) associe (Xg,X12,X22,X0X1,X0X2,X1X2).

On note 6 : K[Zo, Zl, ZQ, Zg, Z4, Z5] — K[Xo, Xl, XQ] donnée par Q(P)(Xo, Xl, XQ) =
P(Xg,Xlz,XZQ,XQXl,XoXQ,XlXQ). On note [ le noyau de 6.

1. Montrer que ¢ est bien défini.
Soit A € K*. Dans P?(K), on a

(AX0)?, (AX1)?, (AX2)?, (AX0)(AX1), (AX0)(AX2), (AX1)(AX2)) =



= N (X3, X7, X3, XoX1, XoXo, X1 Xo) = (X7, X7, X3, Xo X1, X0 Xo, X1 X).
Donc ¢ est bien défini, car \2 € K*.

2. Montrer que ¢ est un morphisme de variétés algébriques.

1l suffit de recouvrir P?(K) par les ouverts affines D (Xy), DT (X1) et DT (X3), puis
de montrer que ¢ p+(x,) est un morphisme. Pour i € {0,1,2}, on a en fait ¢p+(x,) :
DT (X;) — D*(Z;), qui sont des ouverts affines, ot ¢ provient du morphisme d’anneaux
f. Cela montre que ¢ est un morphisme de variétés algébriques.

3. Montrer que {Z()Zl —Z32, ZOZQ_ZZ, 2122—252, Z()Z5—Zgz4, Z124—Zgz5, ZQZg—Z4Z5}
est un systeme de générateurs de I.

Notons J l'idéal engendré par ces générateurs. Il est contenu dans I. Montrons que
I =J. Soit P € I. On peut écrire P(Zo,Zl,Zg) = F(Zo,Zl,Zg) + ZgFg(Zo,Zl,Zz) +
Z4F4(Z0,Zl,Z2) + Z5F5(Z(),Zl,ZQ) + G, avec F, F3, F4, F5 S K[Zo,Zl,Zg] et G € J.
Comme P € I, on a F(XZ, X2, X2) + XoX1F3(X3, X2, X2) + XoXoFy (X2, X2, X2) +
X1 XoF5(X3, X2, X3) = 0. En considérant les termes qui sont de degré impair en X et
X1, on trouve que F3 = 0. De méme, on trouve que Fy = F5 = 0. Finalement, on trouve
F=0,et donc P € J.

4. Montrer que [ est un idéal homogene. On note V = V,,(I) la variété projective associée
(c’est la surface de Veronese).

L’idéal I est homogene, car il est engendré par des éléments homogenes de degré 2.
5. Montrer que ¢ est une bijection entre les ensembles P?(K) et V.

L’image de ¢ est égale & V. Montrons que ¢ est injective. Soient (xq,z1,72) € K3 et
(yo,y1,y2) € K2 non nuls. Supposons que ¢(zg,z1,22) = d(yo, y1,y2). 1l existe X € K*
tels que Azg = g, Az] = yi, Ar3 = 3, AxoT1 = Yoy1, AToT2 = YoY2, AT1Z2 = y1y2. On
en déduit que x;y; = z;y;, et donc que (xg,z1,22) = (Yo, y1,y2) dans P2(K). Donc ¢ est
injective.

6. Montrer que V C D1 (Zy) UD™(Z,) U DV (Zs).
Soit P = (20, 21,22,23,24,25) € V, avec P & D (Zy) U DV (Z1) U D% (Z3). On a

zo=2z1 =20 =0. Comme PV, 0naz§:06tdonczgz(). De méme z4 =0 et 24 =0,

ce qui est absurde.

7. Pour i € {0, 1,2}, trouver un morphisme ¢ : DT (Z;) NV — D*(X;) réciproque de ¢.
Pour ¢ = 07 on pose w(20721722723az4725) = (20723724)' En eﬁet? ¢(207Z3,Z4) =

(Zg,Z%,Z§,2023,20Z4,2324). On a Z§ = Z0%1, ZZ = 20%2, et Z324 = Z0R5- On a donc

?(20, 23, 21) = z0(20, 21, 22, 23, 21, 25).  On a @(20, 23,24) = (20, 21, 22, 23, 24, 25), puisque

20 7é 0.
On procede de méme pour : =1 et 7 = 2.

8. En déduire que ¢ définit un isomorphisme de variétés algébriques entre P?(K) et V.

D’apres les deux questions précédentes, il existe un morphisme ¢ : V — P2(K) qui
est réciproque de ¢. Donc ¢ est bien un isomorphisme de variétés algébriques.



9. Soit F € K[Xy, X1, Xs] un polynome homogeéne non nul de degré 2. Montrer que
(DT (F)) =V NDY(H),ou H € K[Zy, Z1,Zo,Z3, Zy, Z5] est homogene de degré 1.

Posons F = Clng + G1X12 + a2X22 + CL3X()X1 + CL4X()X2 + CL5X1X2. On pose H =
aoZy + a121 + asZs + azZs + as Z4 + asZ5. On a bien que ¢(D+(F)) =Vn D+(H)

10. Montrer que DV (H) est un ouvert affine de P?(K).

Xo et H sont des formes linéaires sur K. Il existe une matrice M € GLg(K) tel que
MXy = H. Elle agit sur P°(K). C’est un automorphisme de P5(K). Donc DT (H) est
isomorphe & D (X() qui est un ouvert affine.

11. En déduire que D¥(F) est un ouvert affine de P?(K).

D’apres les questions précédentes, DT (F') est isomorphe & V N DT (H), qui est un
fermé de louvert affine DT (H), et donc une variété affine.

12. Peut-on généraliser cet argument pour montrer que DT (f) est un ouvert affine de
P"(K) pour tout f € K[Xg, X1, ..., X;;] homogene de degré >0 7

Voir le livre de Daniel Perrin, Géométrie algébrique, une introduction p. 88 pour une
élaboration de cette généralisation par le morphisme de Veronese.



