13/01/2022 L2 Math
Université de Paris Algébre

Corrigé du contrdle final

Exercice 1. 1. Onao=(1,2)(3,4,5)(6,7,8).

. On ao(1,2)(4,5)(3,4)(6,7)(7,8).

. Comme o est le produit de 5 transpositions, la signature de o est

(-1)° = 1.

. L’ordre de o est le ppem de (2,3, 3) c’est-a-dire 6.

5. Si 72 = o, la signature de o est la signature de 7 au carré, c’est-a-dire

1. C’est absurde. Donc 7 n’existe pas.

Exercice 2.

. OnaA%2=2A+3I.

. On a donc u? — 2u — 3Id = 0. Si z est un vecteur propre associé a la

valeur propre A, on a 0 = (u? — 2u — 3Id)(z) = (A2 — 2\ — 3)x et donc
A2 —2)1-3=0.

3. Comme 0 n’est pas valeur propre de u, u est injectif, et donc bijectif.

. On a Ae; = 3ey.
T T y+z+t
. t .
. Soit y €cF.OnaA L - Ttz . Ce dernier vecteur est
z z r+y+t
t t TH+y+ 2

dans F, car la somme de ses coordonnées est 3(z +y + z+¢) = 0.

6. C’est une famille libre car les coordonnées sont échelonnées.

10.

On a Aey = —ey, Aeg = —e3 et Aey = —ey. La matrice cherchée est
donc —I € M3(R).

. Les vecteurs ey, ea, e3 et e4 sont propres pour u et forment une base

de R?. En effet, F et Rej sont des sous-espaces vectoriels supplémen-
taires dans R*. Ils ont pour bases respectives e; et (es, e3,e4), si bien
que (e1, ez, e3,e4) est une base de R*.

. La matrice de passage P de la base canonique de R* & la base de

11 1 1
. L -1 0 0
diagonalisation est 1 0 -1 o

1 0 0 -1

Comme I’endomorphisme est diagonalisable, au vu des valeurs propres,
le polynome caractéristique est (X + 1)3(X — 3).



11.

12.

13.

14.

15.

On a vu que u? —2u—3id = 0, si bien que u est annulé par le polynéme
(X +1)(X —3). Comme ni X + 1, ni X —3 n’annule u, le polynéme
minimal est (X + 1)(X — 3).

On a B=0bA+al. Comme A et I commutent & A, toute combinaison
linéaire de A et I commute & A.

Tout vecteur propre de A est propre pour I et donc pour bA + al.
Comme A admet une base de vecteurs propres, c’est aussi une base
de vecteurs propres pour B.

Les valeurs propres correspondant aux vecteurs propres e, es, e3 et
e4 sont respectivement 3b + a, —b + a, —b 4+ a et —b + a. Ainsi le
polyndéme caractéristique de B est (X —3b—a)(X +b— a)3.

On a A% = 24+ 31. 1l vient immédiatement par récurrence que A" =
anA + Bpl, ot oy, et 3, sont des scalaires. De plus on a A"t =
ant1A + Bnt1l = (2a + Bn)A + 3ay, 1, si bien que Sh41 = 3oy, et
Qnt+1 = 20y + Bn = 20y, + 3a,—1. L'ensemble E des suites réelles
(on)n>0 qui vérifient la relation de récurrence ay41 = 20y, + 3an—1.
est un espace vectoriel. Comme 1’élément (o, )p>0 est déterminé par
(v, 1), cet espace vectoriel est de dimension < 2. Or il contient deux
éléments qui ne sont pas liés : les suites (3"),>0 et ((—1)")n>0. Ainsi
ces suites forment une base de E. On a donc «, = u3" + v(—1)",
avec u, v € R indépendants de n. Comme ag = 0 et @y = 1, on
a donc u = 1/4 et v = —1/4. On a donc «,, = (3" — (—=1)")/4 et
Br = (3" +3(—1)")/4, si bien que
1 1
A" = 1(3” —(-1)"A+ 1(3” +3(=1)")I.

Autre méthode. Notons D la matrice de u dans la base (eg, eg, 3, e4).
OnaD =P 'APetdonc A= PDP~! Ilvient A» = PD"P~!. Ona

1 1 1 1 3" 0 0 0
B 1 -3 1 1 0 (=1 0 0
1 _ 1 n _
Pm=111 1 3 1|7P 0 0 (=" 0
1 1 1 -3 0 0 0 (—1)”

Il suffit ensuite de faire le produit.



