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I

1. Soit I un idéal de OK . Montrer que la classe de I dans C`K est un carré si et seulement
si pour tout caractère quadratique χ̃ de C`K on a χ̃(I) = 1.

Si I = J2 est un carré, on a χ̃(I) = χ̃(J2) = (χ̃(J))2 = 1. Réciproquement, le groupe
quotient C`K/C`2K est un espace vectoriel de dimension finie (car C`K est un groupe fini) sur
le corps F2. Si I n’est pas un carré dans C`K , il existe une forme linéaire λ : C`K/C`2K → F2

qui ne s’annule pas sur la classe de I. On pose alors, pour un idéal J de classe j dans
C`K/C`2K : χ̃(J) = (−1)λ(j). C’est le caractère cherché et on a χ̃(I) = −1.

2. Montrer que dans le noyau du morphisme canonique C`+K → C`K tout élément au carré
est trivial.

Soit I un idéal fractionnaire dont la classe est dans ce noyau. Alors I est un idéal prin-
cipal, engendré par, disons, a ∈ K×. L’idéal I2 = a2OK admet un générateur totalement
positif. Ainsi la classe de I2 est triviale dans C`+K .

3. Soit χ̃ un caractère de C`+K . Notons χ le caractère de Hecke unitaire associé. En quelles
places finies v, la composante locale χv est-elle ramifiée ?

Le morphisme A×K → C`
+
K a pour noyau K×.(

∏
v∈Sf

O×v
∏
v∈S∞

K+
v ), où K+

v = R×+
si v est réelle et C× si v est archimédienne non-réelle. Comme le noyau contient O×v pour
toute place finie v, tout caractère qui se factorise par ce morphisme est non-ramifié en
toute place finie.

4. Si v est une place finie, montrer qu’on a χv(πv) = χ̃(Pv).
Notons α = (αw)w∈SK

l’idèle dont toutes les composantes sont égales à 1 sauf la
composante en v qui vaut πv. On a χ̃(Pv) = χ(α) =

∏
w χw(αw) = χv(αv) = χv(πv).

5. Montrer que, si Kv = C, on a χv = 1, et que, si Kv = R, on a χv = 1 ou la fonction
signe. Montrer que si χ̃ se factorise par C`+K → C`K , on a χv = 1 lorsque Kv = R.

La première assertion résulte du fait que χ, et par conséquent χv, est d’image finie.
Le caractère trivial est le seul caractère d’image finie de C×. Les seuls caractères d’images
finies de R× sont le caractère trivial et la fonction signe.

Dire que χ se factorise par C`+K → C`K revient à dire que le noyau de χ contient
K×.(

∏
v∈Sf

O×v
∏
v∈S∞

K×v ), c’est-à-dire que χv = 1 pour toute place archimédienne.

6. Montrer que pour v place finie de K, on a ηv(Ov) = q
nv/2
v .

Partons de la formule ηv(Ov)ηv(Dv) = 1. Comme Dv est un sous-groupe d’indice qnv
v

de Ov et que ηv est une mesure de Haar, on a ηv(Dv) = q−nv
v ηv(Ov) et donc ηv(Ov)2 = qnv

v ,
d’où le résultat.

7. Montrer que ε(χ, s) = (−i)tχ̃(DK)/|DK |1/2−s, en explicitant t.

Observons que χv(DK) = χv(Dv) = χv(π
nv
v ). Notons t le nombre de places réelles

v telles que χv(−1) = −1. D’après la formule donnée dans les rappels ci-dessus, on



a ε(χ, s) = (−i)t
∏
v∈Sf

ηv(Ov)/(χv(πnv
v )q

nv(1−s)
v ) = (−i)t

∏
v∈Sf

χ̄v(π
nv
v )/q

(1/2−s)nv
v =

(−i)tχ̃(DK)/|DK |1/2−s.

II

1. Montrer que sa différente est l’idéal engendré par 2
√

3.
On a Z[

√
3] = Z+Z

√
3. Soit a+ b

√
3 ∈ Q(

√
3), avec a, b ∈ Q. On a TrQ(

√
3)/Q(y(a+

b
√

3)) ∈ Z pour tout y ∈ Z[
√

3] si et seulement si on a TrQ(
√
3)/Q(a + b

√
3) ∈ Z et

TrQ(
√
3)/Q(

√
3(a+ b

√
3)) ∈ Z. C’est-à-dire : 2a ∈ Z et 6b ∈ Z. Ainsi, la condition devient

: a+ b
√

3 ∈ 1
2
√
3
Z[
√

3]. Donc la différente est engendrée par 2
√

3.

2. Quel est le discriminant de Q(
√

3) ?
C’est l’indice de cet idéal dans l’anneau des entiers, ou encore la norme de 2

√
3. Ainsi,

c’est (2
√

3)2 = 12.
3. Montrer que la différente de Q(

√
3) n’est pas un carré dans C`+

Q(
√
3)

.

Cette différente est un idéal principal. Il suffit de montrer qu’elle n’est pas engendrée
par un élément totalement positif. Or 2

√
3 n’est pas totalement positif. Tout autre

générateur de la différente est le produit de 2
√

3 par une unité. Or Q(
√

3) a pour seules
unités les a + b

√
3 avec a, b ∈ Z et a2 − 3b2 = 1 ou −1. Le cas a2 − 3b2 = −1 est rendu

impossible par les congruences modulo 4. Ainsi, toute unité de Q(
√

3) est de norme 1 et est
donc totalement positive ou totalement négative. Donc aucun générateur de la différente
n’est totalement positif.
4. Montrer que Q(

√
−1,
√

3)|Q(
√

3) est quadratique et contient Q(
√
−3).

Cette extension est engendrée par
√
−1, racine de X2 + 1 qui n’est pas réelle et donc

pas dans Q(
√

3). On a bien une extension quadratique. Comme le produit d’une racine
de −1 et d’une racine de 3 est une racine de −3, l’extension contient bien Q(

√
−3).

5. Montrer que l’extension Q(
√
−1,
√

3)|Q(
√

3) est partout non ramifiée.
L’extension Q(

√
3)|Q est ramifiée en 2 et 3 seulement (les nombres premiers qui di-

visent le discriminant). L’extension Q(
√
−3)|Q est ramifiée en 3 seulement. L’extension

Q(
√
−1)|Q est ramifiée en 2 seulement. Donc l’extension Q(

√
−1,
√

3)|Q(
√

3) est ramifiée
tout au plus en les premiers au-dessus de 2. L’indice de ramification en ces nombres pre-
miers est le rapport des indices de ramifications des extensions Q(

√
−1,
√

3)|Q et Q(
√

3)|Q.
L’extension Q(

√
3)|Q est totalement ramifiée (indice 2). L’extension Q(

√
−1,
√

3)|Q est
ramifiée en 2, mais pas totalement car l’extension intermédiaire Q(

√
−3)|Q n’est pas ram-

ifiée en 2 (l’indice divise 4 mais n’est ni 1, ni 4 ; c’est 2). Ainsi Q(
√
−1,
√

3)|Q(
√

3) est
non-ramifiée en les premiers au-dessus de 2.
6. Le corps de classe de Hilbert de Q(

√
3) contient-il Q(

√
−1,
√

3) ?
Non puisque le corps Q(

√
−1,
√

3) n’est pas totalement réel alors que Q(
√

3) l’est.
7. Soit χ̃ un caractère non trivial de C`+

Q(
√
3)

. Supposons que χ est le caractère de CQ(
√
3)

associé. Calculer ε(χ, s).
On reprend la formule de I.7. Observons d’abord que le corps Q(

√
3) possède deux

places archimédiennes qui sont toutes deux réelles. Comme on a χ(−1) = 1, on a∏
v∈S∞

χv(−1) = 1. Comme χ est non-trivial, on a χv(−1) = −1 pour tout v ∈ S∞.

On a donc t = 2. Montrons que C`+
Q(
√
3)

est d’ordre 2. Un élément a de K× engendre un



élément de C`+
Q(
√
3)

qui ne dépend des deux signes de a (pour les deux plongements de K

dans R). Comme a et −a engendrent le même idéal fractionnaire, un éléments de K× ne
peut définir que deux classes dans C`+

Q(
√
3)

, qui est donc d’ordre au plus 2. Il est d’ordre

2 puisque DQ(
√
3) n’est pas trivial dans C`+

Q(
√
3)

. On a donc χ̃(DK) = −1. On trouve

finalement ε(χ, s) = 12s−1/2.

III

1. Montrer qu’il existe une extension quadratique E|K partout non ramifiée, réelle au
dessus de toutes les places réelles de K et telle que, pour toute place finie v, la substitution
de Frobenius en v soit triviale dans Gal(E/K) si et seulement si χ̃(Pv) = 1.

Le noyau de χ̃ est un sous-groupe d’indice 2 de C`K . Soit T le sous-groupe corre-
spondant de Gal(H/K) ' C`K . Posons E = HT . L’extension E|K est de degré l’indice
de T dans Gal(H/K), c’est-à-dire 2. Les autres propriétés découlent immédiatement des
propriétés de H.

Le caractère χ̃ s’identifie à un caractère de Gal(H/K) qui se factorise par le quotient
Gal(H/K)/T ' Gal(E/K). La substitution de Frobenius en v de Gal(E/K) est triviale si
et seulement si la substitution de Frobenius en v de Gal(H/K) est dans T , c’est-à-dire si
et seulement si χ̃(Pv) = 1.
2. Quelle est la densité de Dirichlet de l’ensemble d’idéaux premiers Pv de OK tels que
χv(πv) = 1 ?

C’est la densité de Dirichlet des idéaux premiers Pv de OK tels que la substitution
de Frobenius en v est triviale dans Gal(E/K). Puisque l’extension E|K est quadratique,
c’est 1/2, par le théorème de Chebotarev.
3. Pour v place finie de K, montrer la formule

∏
w|v(1−q−fwsv ) = (1−q−sv )(1−χv(πv)q−sv ),

où w parcourt les places de E au-dessus de v et fw est le degré résiduel de Ew|Kv.
On sait que v n’est pas ramifiée dans K. Si v est décomposée dans E, on a fw = 1 et

χv(πv) = 1. La formule est vérifiée. Si v est inerte dans E, on a fw = 2 et χv(πv) = −1.
La formule est vérifiée.
4. En déduire qu’on a ΛE(s) = ΛK(s)Λ(χ, s).

On vérifie cela facteur par facteur. Plus précisément, on vérifie pour chaque place v
de K que

∏
w|v Lw(1E,s) = Lv(1K , s)Lv(χv, s). C’est ce qu’on vient de montrer pour les

places finies. Si v est une place archimédienne réelle (resp. non-réelle), il y a deux places
réelles (resp. non-réelles) au dessus de v, si bien que la formule est évidente si on tient
compte du fait que les composantes aux places infinies de χ sont triviales.
5. Montrer que ε(1E , s) = ε(1K , s)ε(χ, s).

On a ε(1K , s)ε(χ, s)Λ(K, 1−s)Λ(χ̄, 1−s) = ΛK(s)Λ(χ, s) = Λ(E, s) = ε(1E , s)ΛE(1−
s) = ε(1E , s)ΛK(1 − s)Λ(χ, 1 − s). Comme χ est quadratique, on a χ̄ = χ. On obtient la
formule cherchée.
6. En déduire que |DE | = |DK |2.

On a ε(χ, s) = (−i)tχ̃(DK)|DK |1/2−s d’après I.7 avec t = 0 et χ̃ = χ̃. On a de plus
ε(1K , s) = |DK |1/2−s et ε(1E , s) = |DE |1/2−s. La formule en résulte en considérant les
modules de ces nombres.
7. Coronidis loco : en déduire que DK est un carré dans C`K .



On reprend la formule de III.5 et les précisions de III.6. On trouve χ̃(DK) = 1, ce
qui démontre que DK est un carré dans C`K d’après le critère de I.1.

Cette dernière assertion est un théorème de Hecke (dont la preuve donnée ici est due
à Serre). On peut voir cet énoncé de parité comme analogue en arithmétique de certains
théorèmes de géométrie, tels que la parité de la caractéristique d’Euler–Poincaré d’une
surface de Riemann compacte. Il occupe la dernière section du livre de Weil Basic Number
Theory, où il est annoncé par la locution Coronidis loco.


