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Pour x ∈ Q , on note [x] la partie entière de x , c’est-à-dire le plus grand entier ≤ x .

1. Soient p un nombre premier et q un nombre rationnel non nul. Démontrer qu’il existe

un unique e ∈ Z tel que q = u
v p

e avec u et v entiers premiers à p . On pose alors

vp(q) = e .

2. Démontrer que Ap = {pn/n ∈ Z} muni de la multiplication est un groupe.

3. Démontrer que vp est un homomorphisme de groupes entre Q∗ muni de la multiplication

et Z muni de l’addition. En déduire un isomorphisme de groupes Ap → Z . Établir

l’inégalité, pour (x, y) ∈ Q∗2 ,

vp(x+ y) ≥ min(vp(x), vp(y)).

4. Démontrer qu’un nombre rationnel x non nul est entier si et seulement si on a vp(x) ≥ 0

pour tout nombre premier p .

5. Soit n un entier > 0 . Considérons l’écriture [akak−1...a0]p de n en base p . Démontrer

qu’on a, pour tout i tel que 0 ≤ i ≤ k

[n/pi] = akp
k−i + ak−1p

k−i−1 + ...+ ai.

6. Démontrer qu’on a

vp(n !) = [n/p] + [n/p2] + ...+ [n/pk].

Posons sp(n) = a0 + a1 + ...+ ak . En déduire l’identité

vp(n !) =
n− sp(n)
p− 1

.

7. Soient n et m deux entiers > 0 . Établir la formule

vp(Cnn+m) =
sp(n) + sp(m)− sp(n+m)

p− 1
.



(On rappelle que le coefficient binomial est donné par la formule Cnn+m = (m+n) !
m !n ! .) En

déduire que tout coefficient binomial est entier.

8. Calculer v2(C7
22) .


