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Exercice 1

1. 1l existe une (unique) fonction holomorphe h sur C — R, qui vaut —1 en —1 et qui vérifie h(2)3 = z.
En effet C — R est simplement connexe et ne contient pas 0. La fonction z — h(2)?/(z + 1)(z + 2)? est
alors méromorphe sur C — Ry et prolonge la fonction z +— x2/3/(z 4 1)(x + 2)? sur R*. Comme ce dernier
ensemble admet des points d’accumulation, on a I'unicité du prolongement.

2. Posons j = €27™/3. On alimsq o h(z—ie) = —j2x'/3 et donc lim s o f(x—ie) = ja?/3/(x+1)(z+2)%

De méme, on a limcsq o f(2 + i€) = j22%/3/(x + 1)(x + 2)%.

3. Ces poles sont situés en z = —1 et z = —2. Les résidus sont respectivement (z2/3/(z + 2)?),—_1 = 1 et
2/3

(i (557))am—2 = —2°/3/3.

4. Soit R un nombre réel > 0. Considérons les chemins suivants :

— un chemin rectiligne ¢; reliant 1/R+i/R & R+ i/R,

— un chemin ¢y évitant R4, & support dans le cercle de centre centre 0 et de rayon /R? + 1/R? et reliant
R+i/RaR—1i/R,

— un chemin rectiligne ¢z reliant R —i/R a 1/R —i/R et

— un chemin ¢4 évitant R et & support dans le cercle de centre 0 et de rayon v/2/R reliant 1/R —i/R &
1/R+i/R.

Le lacet ¢ = ¢y.ca.c3.¢4 est d’indice 1 par rapport aux résidus de f. D’apres le théoreme des résidus, on a

21'77(1—25/3/3):/01 £(2) dz—&—/CQ £(2) dz+/63 f(z)dz+/c4f(z) dz.

+o0 x2/3

0 (z+1)(z+2)?
tend vers 0), ch f(2)dz — 0 (car f(z) = O(|z|7"/3) lorsque |z| tend vers I'infini et le support de co est de
longueur O(R)), fq f(z)dz — j~ et fCB f(2)dz — —j4I (en utilisant les limites calculées plus haut). On a

donc —/3il = (71 — j)I = 2im(1 — 2°/3/3) et donc I = 27(25/3/3 — 1) //3.

Posons I = dz. Lorsque R tend vers 'infini, on a fC4 f(z)dz — 0 (car f(z) — 0 lorsque 2

Exercice 2

1. Cette fonction est holomorphe, car c’est une fonction rationnelle sans pole dans D. Montrons qu’elle est
injective. Pour u € C, Péquation u = z/(1 — az)? se ramene & 2% + (-13 — 2)z+ 23 = 0. L’image réciproque
de u est 'ensemble des racines d’un polynéme du second degré. Comme |a| = 1, les racines de ce polynéme
sont de produit de module 1 et ne peuvent donc étre toutes deux dans D.

2. Ona o fgocr zdz = 5 ch g(2)g'(z) dz (car g est injective). Remplagons g et ¢’ par leur développements
en séries et calculons chaque terme. On a fcr bymby,z2 "2~ 1dz = 0, sauf si n = m auquel cas on a
J. bumby 2"z dz = 2imn|b, [r?" (n, m € Z). On a donc 5 Jyoe, Zdz = m(r = 3207 g nlby[>r=2") > 0.
En faisant tendre r vers 1, on trouve |by|? < > n|b,[* < 1.

3. Comme h est univalente, on a ¢; # 0. Considérons la fonction g : z — ¢;/h(1/z), définie sur C—D et qui
admet un développement de Laurent & I'infini donné par z — (¢3/c1)/z + ... Elle est impaire et univalente.
On applique 2.

4.a L'unique zéro dans D de z — f(22) —ag est en z = 0. C’est un zéro double, car a; # 0 (sinon f ne serait
pas injective au voisinage de 0, et donc pas univalente). La fonction z — (f(2?) — ag)/z? est donc sans zéro



sur D. Elle admet donc une racine carrée holomorphe ¢ ; la fonction h : z — z¢(z) est donc une racine
carrée de z — f(2?) — ag. C’est une fonction impaire, car ¢ est paire ; en effet la fonction z — ¢(z)/d(—2)
est de carré constant et vaut 1 en z = 0. On en déduit l'injectivité de z — z¢(z) de 'imparité de ¢ et de
I'injectivité de f.

4.b La fonction h considérée en 4.a vérifie les hypotheses de 3. et a pour développement de Taylor en 0

Z;’LOZO Conp122" L avec ¢2 = a1 et 2cac3 = az. On conclut en appliquant 3.
4.c Réexaminons les inégalités établies précédemment. On a |az| = 2|a;| en 4.b et donc |c3| = |c1| en 3.

ce qui revient & |b;| = 1 en 2. Cela impose b, = 0 (n entier > 2) et by = 0. On a donc g(z) = z + b1 /2,
h(z) = 1/(b1z +1/2) et donc f(2%) = 22/(b12% + 1)%.

5.a Comme f est injective, comme la boule de centre 0 et de rayon r est contenue dans D et comme 2z — 7z
est biholomorphe, on a bien une réciproque holomorphe & z — f(rz). On a f/(0) = a3 = 1 ; la dérivée
cherchée vaut donc r. Appliquons le lemme de Schwarz a cette fonction, on a bien r < 1.

5.b L’application z — w?/(w — z) est holomorphe (en dehors de w) et injective. Comme f est univalente,
que la composée de fonctions univalentes est univalente et que w ¢ f(D), z — w?/(w — f(2)) est univalente
sur D. Le développement de Taylor en 0 de cette fonction est w + 2 + (az + 1/w)z? + .... Comme elle est
univalente, on a |ag+1/w| < 2, d’apres 4.b, et donc 1/|w| < 2+]az| < 4. Comme r = inf{|w|/w € C—f(D)},
onar>1/4.



