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I

Soit ξ une fonction entière d’ordre < 2 telle que ξ(0) > 0. Notons ξ∗ la fonction qui à s associe ξ(s̄). Soit w
un nombre complexe de module 1. Supposons qu’on ait, pour tout nombre complexe s,

ξ(1− s) = wξ∗(s).

Pour f : C→ C, on pose, en faisant parcourir à ρ les zéros de ξ comptés avec multiplicités,∏
ρ

f(ρ) = lim
T→∞

∏
|ρ|<T

f(ρ) et
∑

ρ

f(ρ) = lim
T→∞

∑
|ρ|<T

f(ρ).

Notons log la détermination principale du logarithme. Posons le développement de Taylor en 0

log(ξ(
t

t− 1
)) = log(ξ(0)) +

+∞∑
n=1

an
tn

n
.

1. Démontrer que la fonction ξξ∗ est d’ordre < 2.
2. Démontrer qu’on a le produit de Weierstrass

ξ(s)ξ∗(s) = ξ(0)ξ∗(0)
∏
ρ

(1− s/ρ)(1− s/(1− ρ)).

3. En posant s = t/(t− 1) et uρ = ρ/(ρ− 1), en déduire qu’on a, au voisinage de 0,

+∞∑
n=1

(an + an)tn/n =
∑

ρ

log(
(1− uρt)(1− t/uρ)

(1− t)2
).

4. En déduire qu’on a
an + an =

∑
ρ

(2− un
ρ − u−n

ρ ).

5. Démontrer que si tous les zéros de ξ sont de partie réelle dans [0, 1], on a a1 + a1 ≥ 0.
6. Démontrer que si les zéros de ξ sont de partie réelle 1/2, on a an + an ≥ 0 pour tout entier n ≥ 0.
7. Supposons que an + an ≥ 0 (n entier ≥ 0). Soit r le rayon de convergence de la série

∑∞
n=1(an + ān)tn/n.

Montrer que si r < 1, on a (ξξ∗)(t/(t − 1)) ≥ (ξξ∗)(0) (t ∈ [0, r[). En déduire que r ≥ 1, puis que tous les
zéros de ξ sont de partie réelle 1/2.

II

On reprend les notations de la partie I. Considérons les fonctions Γ d’Euler et ζ de Riemann. On pose

ξ(s) = s(s− 1)Λ(s) = s(s− 1)Γ(s/2)ζ(s)π−s/2.



On suppose dans cette partie que l’hypothèse de Riemann est vérifiée, i.e. les seuls zéros de ξ sont de partie
réelle 1/2. On note N(T ) le nombre de ces zéros de partie imaginaire dans [0, T ]. On rappelle que le nombre
de ces zéros diffère de T

2π log T
2πe de O(log T ). On rappelle les formules

γ = lim
N→∞

N∑
n=1

1
n
− log N et

1
Γ(s)

= eγss
∞∏

n=1

[(1 +
s

n
)e−s/n].

1. Soient a et b des nombres complexes de parties réelles > 0 et s un nombre complexe de partie réelle > −1.
Démontrer qu’on a ∫ ∞

0

(e−au − e−bu)us−1 du = (a−s − b−s)Γ(s).

Calculer le développement de Taylor à l’ordre 1 en s = 0 de s 7→ (a−s − b−s)Γ(s). En posant a = ε − i et
b = ε + i, et en faisant tendre ε vers 0, en déduire les intégrales∫ ∞

0

sinu

u
du =

π

2
et

∫ ∞

0

sinu

u
log u du = −γ

π

2
.

2. En posant θ(t) = 2Arctg( 1
2t ), démontrer successivement les formules

an + ān = 4
∫ ∞

0

(1− cos(nθ(t)) dN(t) = 4n

∫ π

0

sin(nθ)N(
1

2tg(θ/2)
)dθ.

3. En déduire l’estimation (Rappel : pour f C1 par morceaux sur [a, b], on a
∫ b

a
sin(nθ)f(θ) dθ = O(1/n))

an + ān = 2n

∫ π

0

sin(nθ)
1
πθ

log
1

2πeθ
dθ + o(n).

4. En déduire qu’on a
an + ān = n(log n + γ − 1− log 2π) + o(n).

III

On reprend les notations de la partie II. On ne fait plus aucun usage de l’hypothèse de Riemann.
1. Démontrer qu’on a

an = − 1
(n− 1)!

dn−1

dsn−1
[(s + 1)n ξ′

ξ
(−s)]s=0.

2. Démontrer la formule

Ψ(s) =
Γ′

Γ
(s) = −γ − 1

s
+

∞∑
n=1

(
1
n
− 1

s + n
).

3. Démontrer qu’on a

−ξ′

ξ
(−s) =

1
1 + s

+
log π

2
+

γ

2
+

∞∑
n=1

2−n−1ζ(n + 1)sn − ζ ′

ζ
(−s).

4. Posons

ζ(−s) =
∞∑

n=0

bnsn.

Donner une formule pour an en fonction de la suite (cn)n≥1, qui est définie par le développement de Taylor
∞∑

n=0

cn+1s
n = −ζ ′

ζ
(−s) =

∑∞
n=0(n + 1)bn+1s

n∑∞
n=0 bnsn

.

5. Démontrer qu’on a

bn =
1
n!

lim
N→∞

(
N∑

k=1

(log k)n −
∫ N

0

(log x)n dx− 1
2
(log N)n).


