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Exercice 1

Soit G un groupe d’ordre 12. Notons np le nombre de ses p-sous-groupes
de Sylow, pour p nombre premier.

1. Donner les cardinaux des p-sous-groupes de Sylow de G suivant la valeur
du nombre premier p.
2. Montrer que n3 vaut 1 ou 4 et que n2 vaut 1 ou 3.
3. Montrer qu’on ne peut avoir simultanément n3 = 4 et n2 = 3.
4. Donner des exemples de groupes qui satisfont successivement n2 = 3,
n3 = 4 et n2 = n3 = 1.
5. Montrer que si n3 = 1 et n2 = 1, le groupe G est isomorphe au produit
d’un groupe G3 d’ordre 3 et d’un groupe G2 d’ordre 4. Montrer que G2 est
cyclique ou isomorphe au produit de deux groupes d’ordre 2.



Exercice 2

Soit σ0 ∈ S12 donné par σ0(1) = 3, σ0(2) = 4, σ0(3) = 5, σ0(4) = 6,
σ0(5) = 1, σ0(6) = 8, σ0(7) = 9, σ0(8) = 10, σ0(9) = 11, σ0(10) = 2,
σ0(11) = 12 et σ0(12) = 7.

Considérons l’application f : S6 → S12 qui à σ associe f(σ) = τ défini
ainsi τ(i) = σ(i) si on a 1 ≤ i ≤ 6 et τ(i) = σ(i− 6) + 6 si on a 7 ≤ i ≤ 12.

1. Décomposer σ0 en produit de cycles à supports disjoints.
2. Donner la signature et l’ordre de σ0.
3. Le groupe S12 possède-t-il des éléments d’ordre 18 ? D’ordre 22 ?
4. Montrer que f est bien définie et un homomorphisme de groupes.
5. Montrer que f est injective.
6. Montrer que l’image d’une transposition par f est une double transpo-
sition. En déduire que l’image de f est contenue dans le groupe alterné
A12.
7. Montrer que le groupe alterné A12 possède des sous-groupes isomorphes
à A6 et S6. Ces sous-groupes sont-il distingués dans A12 ? Le groupe f(A6)
est-il distingué dans f(S6) ?

Exercice 3

Soit p un nombre premier. Soit i un entier tel que 0 ≤ i ≤ p−1. Considérons
l’ensemble Ep+i = {1, 2...p+ i}.
1. Montrer que la plus grande puissance de p qui divise (p+ i)! est p.
2. Montrer que tout p-sous-groupe de Sylow du groupe symétrique Sp+i est
d’ordre p.
3. En déduire que tout p-sous-groupe de Sylow du groupe symétrique Sp+i

est engendré par un cycle d’ordre p.
4. Montrer que Ep+1 possède p+ 1 sous-ensembles de cardinal p.
5. Soit A une partie de Ep+1 de cardinal p. Montrer qu’il y a (p − 2)!
sous-groupes d’ordre p du groupe S(A) des permutations de A.
6. En déduire qu’il y a (p − 2)!(p + 1) p-sous-groupes de Sylow dans le
groupe symétrique Sp+1.
7. En déduire les congruences (p − 2)! ≡ 1 (mod p) et (p − 1)! ≡ −1
(mod p) (théorème de Wilson).
8. Les p-sous-groupes de Sylow de S2p sont-ils cycliques ?


