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I

Soit j une racine 3-ème primitive de l’unité dans C. Posons Z[j] = {a + bj/a, b ∈ Z} et
Q(j) = {a+ bj/a, b ∈ Q}. Pour a, b ∈ R, posons N(a+ bj) = (a+ bj)(a+ bj2).
1. Montrer que Z[j] est un anneau.
2. Montrer que, pour z, z′ ∈ Z[j], on a N(zz′) = N(z)N(z′).
3. Montrer que si z est inversible dans Z[j], on a N(z) = 1.
4. En déduire que les inversibles de Z[j] sont 1, −1, j, −j, j2 et −j2.
5. Montrer que tout nombre complexe s’écrit comme la somme d’un élément de Z[j] et
d’un nombre complexe z tel que N(z) < 1.
6. Soit z ∈ Z[j] et d ∈ Z[j], d 6= 0. Montrer qu’il existe q ∈ Z[j] et r ∈ Z[j] tels que
z = dq + r avec N(r) < N(d).
7. En déduire que Z[j] est un anneau euclidien.
8. L’anneau Z[j][X] est-il factoriel ?

II

Pour n entier ≥ 3, posons dans Z[j][X] : Pn = Xn+(1−j)X+3 et P̄n = Xn+(1−j2)X+3.
9. Soient α, β, γ les racines de P3 dans C. Calculer 1/α+ 1/β + 1/γ.
10. Montrer que 1− j est irréductible dans Z[j].
11. Montrer que P3 a des racines multiples dans le corps Z[j]/(1− j).
12. L’élément 2 est-il premier dans Z[j] ?
13. Montrer que k = Z[j]/(2) est un corps à 4 éléments formé des classes de 0, 1, j, j2.
14. Pour n entier non congru à 1 modulo 3, montrer que Pn est sans racine dans k.
15. En déduire que P3 est irréductible sur Z[j].

III

16. Montrer que Qn = PnP̄n appartient à Z[X].
17. Montrer que, si Pn est irréductible dans Z[j][X], P̄n est irréductible dans Z[j][X], puis
que Qn est irréductible dans Z[X].
18. Soit A un anneau factoriel. Soit P =

∑n
k=0 akX

k ∈ A[X]. Soit p ∈ A un élément
irréductible. Supposons que an = 1, que p|ak pour 0 ≤ k ≤ n − 1. Montrer que si p2 ne
divise pas a1, P est irréductible dans A[X] ou possède une racine dans A.
19. Lorsque n est ≥ 4, montrer que le polynôme Pn est sans racine dans Z[j].
20. En déduire que Pn est irréductible sur Z[j] pour tout n ≥ 3.


