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I

1. Montrer que Q(T ) = T 6 − 4T 3 + 2 ∈ Q[T ] est le polynôme minimal de t sur Q.
2. Déterminer les conjugués de t dans C.
3. Montrer que le corps de décomposition de Q dans C est Q(j, t, s).
4. Quel est le degré de l’extension Q(t)|Q ? Cette extension est-elle galoisienne ?
5. Quel est le degré de l’extension Q(j, t)|Q ?
6. Montrer que Q(j, t, s) = Q( 3

√
2, j, t).

7. En déduire que Q(j, t, s)|Q est de degré ≤ 36.

II

8. Soit x une racine de R(X) = (X3 − 4)3 − 54X3 ∈ Q[X]. Montrer que R(s + t) = 0.
9. Montrer que z = (x2 − 4/x)/3 et y = (x3 − 4)/3 vérifient z3 − 2 = 0 et y3 − 6y− 8 = 0.
10. Calculer les discriminants des polynômes Z3 − 2 et Y 3 − 6Y − 8.
11. Montrer que les corps de décompositions des polynômes Z3 − 2 et Y 3 − 6Y − 8
contiennent des corps quadratiques distincts. En déduire que Q(y) 6= Q(z).
12. En déduire que Q(x) n’est pas de degré 3.
13. Montrer que les facteurs irréductibles de R sont de degré 3, 6 ou 9.
14. En déduire que R est irréductible sur Q et le degré de l’extension Q(x)|Q.
15. En déduire que Q(j, t, s)|Q est de degré 36. On suppose désormais que x = s + t.

III

16. Placer les corps Q(j, t, s), Q(j,
√

2), Q(
√
−6, y), Q(j, z), Q(x), Q(y), Q(z), Q(j),

Q(
√

2), Q(
√
−6), Q dans un diagramme, où on indiquera les degrés des extensions.

17. Quel est l’ordre du groupe de Galois G du polynôme Q ?
18. Montrer que G n’est pas abélien.
19. Les groupes S6 (groupe symétrique) et G admettent-ils un élément d’ordre 9 ?
20. Montrer que G admet un unique sous-groupe H d’ordre 9.
21. Quel est le corps formé par les invariants sous H ?


