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Soit n un entier ≥ 1. Soit ζ une racine primitive n-ième de l’unité dans C (c’est-à-dire un élément
d’ordre n de C∗). Notons Q(ζ) le sous-corps de C engendré par ζ. Soit P le polynôme minimal de ζ dans
Q[X].

On note φ la fonction indicatrice d’Euler, i.e. φ(n) est l’ordre de (Z/nZ)∗. On rappelle que tout
polynôme unitaire de Q[X] divisant un polynôme unitaire de Z[X] est lui-même dans Z[X]. On rappelle
qu’un conjugué sur Q d’un nombre algébrique x ∈ C est un zéro du polynôme minimal de x dans Q[X].

I

1. Combien y a-t-il de racines primitives n-ièmes de l’unité dans C∗ ?
2. Montrer que P divise le polynôme Xn − 1 et que P ∈ Z[X].
3. Montrer que tout conjugué de ζ est une racine primitive n-ième de l’unité. En déduire que l’extension
Q(ζ)|Q est de degré ≤ φ(n).
4. Montrer que toute racine primitive n-ième de l’unité est une puissance de ζ. En déduire que l’extension
Q(ζ)|Q est normale.
5. Montrer que si pour tout entier m > 0, premier à n, ζm est une racine de P , le polynôme P est de degré
φ(n).

II

Soit p un nombre premier ne divisant pas n.

1. Montrer que le polynôme Xn − 1 ∈ Fp[X] n’a pas de racine double dans une clôture algébrique de Fp.
2. Notons Q le polynôme minimal de ζp dans Z[X]. Montrer que ζ est une racine de Q(Xp). En déduire
que P divise Q(Xp).
3. Montrer que Q(Xp) ≡ Q(X)p (mod p).
4. Notons P̄ et Q̄ les images de P et Q dans Fp[X]. Montrer que P̄ divise Xn−1 dans Fp[X]. En supposant
que P 6= Q, montrer que PQ divise Xn − 1, puis que Q̄2 divise Xn − 1 ∈ Fp[X]. En déduire que P = Q.
5. Démontrer, à l’aide de I, que P est de degré φ(n).

III

Notons Gal(Q(ζ)/Q) le groupe de Galois de l’extension Q(ζ)|Q.

1. Montrer que pour tout σ ∈ Gal(Q(ζ)/Q), il existe iσ ∈ Z tel que σ(ζ) = ζiσ .
2. Montrer que l’application σ 7→ iσ + nZ définit un isomorphisme de groupes Gal(Q(ζ)/Q) ' (Z/nZ)∗.
3. Lorsque n = 125, démontrer qu’il existe une extension cyclique K|Q de degré 4 telle que K ⊂ Q(ζ).


