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Feuille 5

Résidus, suites, séries, produits infinis

1. Soit U un ouvert de C. Soit (fn)n≥0 une suite de fonctions holomorphes sur U qui converge uniformément
sur tout compact vers une fonction (nécessairement holomorphe) f . Soient a ∈ C et R > 0 tels que
B̄(a,R) ⊂ U . Supposons que f est sans zéro sur C(a,R) et qu’elle s’annule une fois au moins dans B(a,R).
1.a. Démontrer que pour n assez grand, fn s’annule au moins une fois dans B(a,R).
1.b. En déduire que si les fonctions fn sont sans zéro, f est nulle ou sans zéro (théorème d’Hurwitz).
1.c. En déduire que si les fonctions fn sont injectives, f est injective ou constante.

2. Déterminer les résidus suivants : Resz=1e
z/(z − 1)2, Resz=π/4cos(z)/(z − π/4) et Resz=0e

z2/z2n+1, où n
est un entier ≥ 0.

3. Calculer les intégrales suivantes : I1 =
∫ 2π

0
dt/(2 − cos(t)), I2 =

∫ 2π

0
cos(t) dt/(a + cos(t)) et I3 =∫ 2π

0
dt/(b+ cos(t) + sin(t)).

4.a Montrer que le produit infini F (z) = z
∏∞
n=1(1− z2/n2) converge pour tout z ∈ C.

4.b Montrer que la fonction F est entière.
4.c Quels sont les zéros de F ? Quelles sont les valuations en ces zéros ?
4.d Montrer que la fonction z 7→ G(z) = F (z)/sin(πz) se prolonge en une fonction entière sans zéro.
4.e Calculer G′(z)/G(z). Montrer que c’est une fonction entière et bornée.
4.f Montrer qu’il existe une fonction entière g telle que G = eg. Montrer que g′ est constante.
4.g Montrer que

sin(πz) = πz

∞∏
n=1

(1− z2/n2).

5.a Montrer que la série de fonctions méromorphes
∑∞
n=0(−1)n/(z − n) converge uniformément sur tout

compact de C−N.
5.b La limite est-elle méromorphe sur C.

6.a Soit z ∈ B(0, 1). Montrer que le produit infinit f(z) =
∏∞
n=1(1 + z2

n

) converge. Puis que l’application
f est holomorphe sur B(0, 1).
6.b Montrer qu’on a f(z2) = f(z)/(1 + z) (z ∈ B(0, 1)).
6.c En déduire qu’on a f(z) = 1/(1− z) (z ∈ B(0, 1)).

7. Montrer que les séries suivantes définissent des fonctions holomorphes sur les domaines indiqués :∑∞
n=1(z(z + n)/n)n (z ∈ B(0, 1)),

∑∞
n=1 n!sin(nz)/nn (=(z) < 1),

∑∞
n=0 cos(nz)/n! (z ∈ C).


