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Exercice 1

1. Déterminer les ensembles E1 = {z ∈ C/ez = 1} et E2iπ = {z ∈ C/ez = 2iπ}.
2. Déterminer l’ensemble F des nombres complexes z tels que ee

z

= 1.
3. Représenter ces points dans un dessin du plan complexe.
4. L’ensemble F admet-il des points d’accumulation dans C ?
5. Montrer que l’ensemble F−1 = {z−1/z ∈ F} admet au moins un point d’accumulation dans C.
6. Y a-t-il une fonction entière non nulle qui s’annule en tout élément de F−1 ?

Exercice 2

Soit f une fonction entière telle que |f(z)| ≤ |sin(z)| (z ∈ C).
1. Quel est l’ensemble des zéros X de z 7→ sin(z) ?
2. Montrer que la fonction z 7→ f(z)/sin(z), définie en dehors de X, se prolonge en une fonction entière.
3. En déduire que f et sin sont proportionnelles (i.e. leur rapport est constant).
4. Ce résultat est-il encore valable si on remplace sin par une autre fonction entière ?

Exercice 3

1. Donner le développement en série entière au voisinage de 0 de la fonction z 7→ 1/(1 + z + z2).
2. Quel est le rayon de convergence de cette série ?
3. La fonction f : z 7→ ez/(1 + z + z2) est-elle entière, méromorphe ?
4. Déterminer les résidus de cette fonction.
5. Calculer

∫
C(0,2) f(z) dz. (Rappel :

∫
C(0,2) signifie l’intégration le long du chemin t 7→ 2e2iπt.)

Exercice 4

1. Démontrer qu’il existe une unique fonction méromorphe f sur C−R+ qui vérifie

f(x) =
x2/3

(x+ 1)(x+ 2)2

(x ∈ R− − {−1,−2}).
2. Que valent alors limε>0,ε→0 f(x− iε) et limε>0,ε→0 f(x+ iε), lorsque x ∈ R et x > 0 ?
3. Déterminer les pôles et les résidus de f .
4. Calculer ∫ +∞

0

x2/3

(x+ 1)(x+ 2)2
dx.


