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Soit p un nombre premier ≥ 5. Notons H le demi-plan supérieur. Notons Γ0(p) =
{(

a b
c d

)
∈ SL2(Z)/p|c

}
.

Soit k est un nombre entier > 0. Pour f fonction H → C et γ =
(
a b
c d

)
∈ GL2(Q) de déterminant > 0,

on pose f|kγ(τ) = (ad−bc)k/2

(cτ+d)k f(aτ+bcτ+d ). On appelle forme modulaire holomorphe (resp. parabolique) de poids
k pour Γ0(p) une fonction holomorphe f : H → C telle que f|kγ = f (pour tout γ ∈ Γ0(p)) et telle que
f|kγ(iy) a une limite (resp. tend vers 0) lorsque y → +∞ (pour tout γ ∈ SL2(Q)). On note Sk(Γ0(p))
l’espace vectoriel complexe formé par les formes modulaires paraboliques de poids k pour Γ0(p). Pour n
entier ≥ 0, et f : H → C une fonction holomorphe 1-périodique, on note an(f) le n-ème coefficient du
q-développement de f donné par f(τ) =

∑
n∈Z an(f)qn, où q = e2iπτ . On note Ek la série d’Eisenstein de

poids k. Rappelons que son q-développement est donné par la série 1 − 2k
Bk

∑∞
n=1 σk−1(n)qn, où Bk est le

k-ème nombre de Bernoulli et où σk−1(n) =
∑
d|n d

k−1. Elle est à coefficients p-entiers (i.e. rationnels et de
dénominateurs premiers à p) si k = p− 1. On dit que deux formes modulaires de q-développements p-entiers∑
n anq

n et
∑
n bnq

n sont congrues modulo pm si on a an ≡ bn (mod pm) (pour tout n ≥ 0).

I

Soit f ∈ Sk(Γ0(p)).
1. Montrer que Γ0(p) est un sous-groupe de SL2(Z).

2. Montrer que R =
{(

1 0
0 1

)
,

(
0 −1
1 i

)
, 0 ≤ i < p

}
est un système de représentants de Γ0(p)\SL2(Z).

3. Si f est non nulle, montrer que k est pair.

4. Posons W.f = f|kw où w =
(

0 1
−p 0

)
. Montrer que W.f ∈ Sk(Γ0(p)) et que W.(W.f) = f .

5. On pose Tr(f) =
∑
γ∈R f|kγ . Montrer que c’est une forme modulaire parabolique de poids k pour SL2(Z),

indépendante du choix du système de représentants R considéré en 2.
6. Soit n un entier ≥ 1. Montrer que an(Tr(f)) = an(f) + p1−k/2anp(W.f). (Indication : montrer la formule
équivalente où f est remplacée par W.f .)

II

On suppose désormais que k = 2, f est de q-développement p-entier et a1(f) = 1. On pose g = Ep−1 −
p(p−1)/2W.Ep−1.
1. Montrer qu’on a anp(W.f) = −an(f).
2. Montrer qu’on a W.Ep−1(τ) = p(p−1)/2Ep−1(pτ). En déduire que g est à coefficients p-entiers et que le
q-développement de W.g est congru à 0 modulo p(p+1)/2.
3. Montrer que Tr(fg) est à coefficients p-entiers.
4. Montrer que les formes modulaires f et Tr(fg) sont congrues modulo p.
5. En déduire que la forme modulaire f est congrue modulo p à une forme modulaire de poids p + 1 pour
SL2(Z).
6. Supposons que p = 11. Montrer que f est congrue à ∆ modulo 11. En déduire que le q-développement
de f est congru à q

∏∞
n=1(1− qn)2(1− q11n)2 modulo 11.



III

Soit m un entier ≥ 0.
1. Montrer que le q-développement de gp

m

est congru à 1 modulo pm+1.
2. Montrer que le q-développement de W.(gp

m

) est congru à 0 modulo pm+1.
3. Considérons la forme modulaire fm = Tr(fgp

m

). Quel est son poids km ? Quelle est la limite de la suite
(km)m≥1 dans Zp ?
4. Montrer que les formes modulaires f et fm sont congrues modulo pm+1. Soit n un entier ≥ 1. Quelle est
la limite de la suite (an(fm))m≥1 dans Zp ?

IV

Posons Fp = Z/pZ. Le groupe SL2(Z) opère à droite sur Γ0(p)\SL2(Z).

1. Montrer que l’application qui à Γ0(p)
(
a b
c d

)
associe la classe de (c, d) modulo p définit une bijection

entre Γ0(p)\SL2(Z) et P1(Fp) = (F2
p − {(0, 0)})/Fp∗ (où λ ∈ F∗p agit sur (u, v) ∈ (F2

p − {(0, 0)}) par
λ.(u, v) = (λu, λv)). Cela fait de Fp[P1(Fp)] un SL2(Z)-module.
2. Notons M le sous-Fp espace-vectoriel de Fp[X,Y ] formé par les polynômes homogènes de poids p − 1.
Soit P ∈ M . Soit (u, v) ∈ (F2

p − {(0, 0)}). Montrer que P (u, v) ne dépend que de la classe x de (u, v) dans
P1(Fp). Notons le P (x).
3. Montrer que l’application M → N = Fp[P1(Fp)]/(Fp

∑
x∈P1(Fp)[x]), qui à P associe

∑
x∈P1(Fp) P (x)[x]

est un isomorphisme de SL2(Z)-modules.
4. En déduire que les groupes de cohomologie H1(SL2(Z),M) et H1(SL2(Z), N) sont isomorphes.
5. Peut-on déduire de cette observation le résultat prouvé en II.4 ? On pourra esquisser une argumentation.


