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Exercice 1

1. Soit f une fonction R → R telle que f(0) = 0. Lesquelles des assertions suivantes signifient que
f est continue en 0 ?
(A) Pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que |x| < ε entrâıne |f(x)| < η ;
(B) Pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que |x| < η entrâıne |f(x)| < 2ε;
(C) Pour tout η > 0, il existe ε > 0 tel que |x| < ε entrâıne |f(x)| < η;
(D) Pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que |x| < η entrâıne |f(x)| ≤ ε;
(E) Pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que |x| < 2η entrâıne |f(x)| < ε.
2. Donner un exemple d’application R → R qui n’est pas continue en 0.

Exercice 2

1. Donner la partie réelle, la partie imaginaire, le module et un argument des nombres complexes
z vérifiant z4 = 2.

Exercice 3

Pour tout nombre réel t, posons

M(t) =

 et 0 −tet

0 et 0
0 0 et

 ∈ M3(R).

1. Soient t, t′ ∈ R. Démontrer qu’on a M(t + t′) = M(t)M(t′).
2. Calculer M(0). En déduire que M(t) est toujours inversible et calculer son inverse.
3. Notons ft l’application linaire de R3 de matrice dans la base canonique égale à M(t). Montrer
que {v ∈ R3/ft(v) = etv} est un espace vectoriel dont on déterminera une base.



Exercice 4

Soit f la fonction R −→ R qui à x associe cos (x)/(1 + x2).
1. Démontrer que f est bornée, continue et dérivable sur R. Est-elle de classe C∞ ?
2. En quels points f est-elle nulle ? Démontrer que la dérivée de f s’annule deux fois au moins
sur l’intervalle [−2π, 2π].
3. En déduire que la dérivée seconde de f s’annule sur l’intervalle [−2π, 2π].

Exercice 5

1. Rappeler le développement limité à l’ordre 4 en 0 de la fonction tangente.
2. En déduire le développement limité à l’ordre 4 en 0 de la fonction qui à x associe tg(x)2.
3. Démontrer que la quantité 1

tg(x)2 −
1
x2 tend vers une limite, que l’on calculera, lorsque x tend

vers 0.
4. Quelle est la limite, si elle existe, de | 1

tg(x) + 1
x | lorsque x tend vers 0 ? En déduire la limite,

lorsque x tend vers 0, de 1
tgx−

1
x . (On pourra utiliser la formule | 1

tg(x)2 −
1
x2 | = | 1

tg(x) + 1
x ||

1
tg(x)−

1
x |.)


