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Symétrie et R-matrice

Soit U l'algèbre enveloppe quantique Uq(sl2). On écrit E(j) = Ej/[j]! et
F (j) = F j/[j]!, j ∈ N.

Soient ∆ une comultiplication ∆(E) = E⊗1+K⊗E, ∆(F ) = F⊗K−1+1⊗F ,
∆(K) = K ⊗ K, et ∆̄ une autre comultiplication ∆̄(E) = E ⊗ 1 + K−1 ⊗ E,
∆̄(F ) = F ⊗K + 1⊗ F , ∆̄(K) = K ⊗K.

1 Véri�er que T : E 7→ −K−1F, F 7→ −EK,K 7→ K−1 induit un automor-
phisme de l'algèbre U .

2 Soit Vm le U -module irréductible de plus haut poids mω, v0 un vecteur de
plus haut poids. Soit TVm

: Vm → Vm l'application linéaire

TVm
(F (j)v0) = (−1)jq−j(m+1−j)F (m−j)v0, 0 ≤ j ≤ m.

Montrer que TVm
(x.v) = T (x).TVm

(v), ∀x ∈ U, v ∈ Vm.

3 Soient V,W deux U -modules intégrables. Montrer que l'application

L(v ⊗ w) =
∑
n≥0

qn(n−1)/2(q − q−1)n[n]!F (n)v ⊗ E(n)w, où v ∈ V,w ∈W,

est un isomorphisme de U -modules L : V ⊗W → V ⊗̄W . (Indication : d'inverse
L−1(v ⊗ w) =

∑
n(−1)nq−n(n−1)/2(q − q−1)n[n]!F (n)v ⊗ E(n)w.)

4 Montrer que (TV ⊗ TW )T−1
V⊗W nous donne aussi un isomorphisme de U -

modules V ⊗W → V ⊗̄W , et véri�er que L = (TV ⊗ TW )T−1
V⊗W dans l'exemple

dim(V ) = 2.

5 Véri�er que J : E 7→ KE,F 7→ FK−1,K 7→ K induit un automorphisme
de l'algèbre U .

6 Soit JV : V → V l'application linéaire v 7→ q(wt(v),wt(v))/2+(wt(v),ω)v. Mon-
trer que JV (x.v) = J(x).JV (v), ∀x ∈ U, v ∈ V .

7 Soient V,W deux U -modules intégrables. Montrer que l'application

A(v ⊗ w) = q−(wt(v),wt(w))w ⊗ v, où v ∈ V,w ∈W,

est un isomorphisme de U -modules A : V ⊗W →W ⊗̄V .

8 Montrer que A = Flip ◦ (JV ⊗ JW )J−1
V⊗W .
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