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Multiplicité de poids

Soit g une algèbre de Kac-Moody. Soit g(i) la sous-algèbre Cei⊕Cfi⊕Cα∨i .
Soit V un g-module intégrable.

1 Montrer que comme g(i)-module, V se décompose en une somme directe des

sous-g(i)-modules de dimension �nie.

2 En déduire que dim(Vλ) = dim(Vλ−λ(α∨
i )αi

), ∀λ ∈ h∗. En conséquence,

dim(Vλ) = dim(Vw(λ)), ∀λ ∈ h∗, w ∈W .

3 Montrer que la représentation adjointe sur g est intégrable.

Caractère de modules de Verma

Soit mult(α) la multiplicité d'une racine α dans g. Soit M(λ) le module de

Verma de plus haut poids λ.

4 Montrer que mult(αi) = 1 pour les racines simples αi, i ∈ I. En déduire que

mult(α) = 1 pour toutes les racines réelles α ∈ ∆re.

5 Montrer que

χ(M(λ)) = eλ
∏
α∈∆+

(1− e−α)−mult(α) =: eλR−1.

6 En particulier, si g est de type �ni, alors

χ(M(λ)) = eλ
∏
α∈∆+

1

1− e−α
.

7 Fixer un élément ρ ∈ h∗ tel que ρ(α∨i ) = 1, ∀i ∈ I. Le groupe de Weyl agit

sur Z[[h∗] déterminé par w(eλ) = ewλ. Montrer que w(eρR) = (−1)l(w)eρR.

8 Rappelons que l'opérateur de Casimir généralisé est dé�ni par Ω = 2ρ∨ +∑
i h

ihi+
∑
α∈∆+

∑
i fα,ieα,i , où ρ

∨ ∈ h tel que (ρ∨, h) = ρ(h) pour tout h ∈ h,

hi, hi deux bases duales de h, fα,ieα,i bases duales de g−α et gα. Montrer qu'il

agit sur M(λ) par une multiplication scalaire (λ+ ρ, λ+ ρ)− (ρ, ρ).
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