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Algèbres de Lie classiques : Type B

Soit n ∈ N, n ≥ 1. Soit so2n+1(C) = {A ∈M(2n+1)×(2n+1)(C)|AT +A = 0}.

1 Véri�er que so2n+1(C)muni du crochet [A,B] = AB−BA, ∀A,B ∈ so2n+1(C)
est une algèbre de Lie complexe avec une base {Ei,j − Ej,i}1≤i<j≤2n+1.

2 Montrer que so3(C) ' sl2(C) comme algèbres de Lie.

3 Montrer que l'espace h engendré par {Ei,n+i−En+i,i}2≤i≤n+1 est une sous-
algèbre de Lie de so2n+1(C). Prouver que c'est une sous-algèbre de Lie abélienne
maximale.

4 Soit V un espace vectoriel complexe de dimension 2n+ 1 muni d'une forme
bilinéaire symétrique non-dégénérée 〈, 〉. Soit

so(V ) = {f : V → V linéaire|〈f(v), w〉 = −〈v, f(w)〉}.

Alors so2n+1(C) est une réalisation de so(V ) en choisissant une base de V sous
laquelle la forme bilinéaire est canonique. Trouver une autre base sous laquelle
l'espace h consiste en matrices diagonales.

5 Trouver tous les changements de base qui préservent so2n+1(C) et qui en
plus préservent h.

Algèbres de Lie classiques : Type C

Soit n ∈ N, n ≥ 1. Soit sp2n(C) = {A ∈ M2n×2n(C)|ATJ + JA = 0}, où

J =

(
0 In
−In 0

)
.

1 Véri�er que sp2n(C) muni du crochet [A,B] = AB − BA, ∀A,B ∈ sp2n(C)
est une algèbre de Lie complexe avec une base

{Ei,j−En+j,n+i}1≤i,j≤nt{Ei,n+j+Ej,n+i}1≤i≤j≤nt{En+i,j+En+j,i}1≤i≤j≤n.

2 Montrer que sp2(C) ' sl2(C), sp4(C) ' so5(C).

3 Montrer que l'espace h engendré par {Ei,i−En+i,n+i}2≤i≤n+1 est une sous-
algèbre de Lie abélienne maximale de sp2n(C).

4 Soit V un espace vectoriel complexe de dimension 2n muni d'une forme
bilinéaire anti-symétrique non-dégénérée 〈, 〉. Étudier des propriétés similaires à
celles du type B dans la question 5.
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Algèbres de Lie classiques : Type D

Soit n ∈ N, n ≥ 1. Soit so2n(C) = {A ∈M2n×2n(C)|AT +A = 0}.

1 Véri�er que so2n(C) muni du crochet [A,B] = AB − BA, ∀A,B ∈ so2n(C)
est une algèbre de Lie complexe avec une base {Ei,j − Ej,i}1≤i<j≤2n.

2 Montrer que so4(C) ' so3(C)⊕so3(C) comme algèbres de Lie. En particulier,
so4(C) n'est pas simple.

3 Montrer que so6(C) ' sl4(C).

4 Montrer que l'espace h engendré par {Ei,n+i − En+i,i}1≤i≤n est une sous-
algèbre de Lie abélienne maximale de so2n(C).

5 Étudier des propriétés similaires à celles du type B dans questions 4 et 5.
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