Exercice 6: Le produit de deux espaces compacts est compact.

Soient (X,d,) et (Y,d,) deux espaces compacts et posons Z = X x Y don-
nons lui la distance d,. Soit (z)nen = ((Tn, Yn))nen une suite d’éléments de
Z. Par la compacité de X, (x,,)nen admet une valeur d’adhérence, notons la x.
Autrement dit, 3(xy, )ren un suite extraite de (. )nen telle que (z,, )ren tend
vers un élément x € X.

Soit (yn, )ken une suite extraite, qui est une suite d’éléments de Y. Donc,
comme Y est compact (Y, )ken admet une valeur d’adhérence. Alors, E(ynkl )ieN
une suite extraite de (yn, )ren telle que (Y, )ien tend vers un élément y € Y.

Notons que la suite (z,, )ien est une suite extraite de la suite (x,, )ren qui
tend vers z, alors (x,, )ien aussi converge vers x.
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Maintenant prenons la suite extraite (2n, )ien = ((Tny,, Yny, ))ien-

Jim (zp,) = W (2, 5 4n,, ) = (0 2, 5 Ty, ) = (2,9)

Nous avons trouvé une suite extraite de (z,)nen qui converge, alors (zp)nen
admet une valeur d’adhérence et donc Z = X x Y est compact. B



